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Resumo

Mostramos que o problema eliptico semilinear

—Au+b(lzu = f(lz],u)
u € C?*RN),

onde b : [0,00) — R é uma fungao continua limitada inferiormente por uma
constante positiva e f : [0,00) x R — R é uma fungao continua satisfazendo
certas condigoes de crescimento (subcritico e superquadrético) e convexi-
dade, possui solucoes radiais com qualquer quantidade finita prescrita de
nés para N > 2. Também mostramos que, se a hipétese de convexidade for
substituida pela hipdtese de que f é nao-decrescente e impar com respeito a
variavel u, entao o problema possui ao menos uma solucao nao-radial para
N =4o0ulN >6.

A falta de compacidade em dominios ilimitados é superada com a res-
tricdo a subespacos de funcoes invariantes pela acao de subgrupos do grupo
O(N) das transformagdes lineares ortogonais de RY e os objetivos sdo al-
cancados combinando-se o Teorema do Passo da Montanha e o Principio da
Criticalidade Simétrica. Para a obtencao das solugoes radiais nodais, apli-
camos o método de Nehari de concatenacao de solugoes positivas e negativas
em regioes anulares vizinhas.
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Abstract

We show that the semilinear elliptic problem

—Au+b(lzu = f(lz],u)
u € C?*RN),

where b : [0,00) — R is a continuous function bounded below by a positive
constant and f : [0,00) x R — R is a continuous function for which certain
growth (subcritic and superquadratic) and convexity conditions hold, has
radial solutions with any prescribed finite number of nodes, for N > 2. We
also show that if the convexity hypothesis is replaced by f nondecreasing
and odd with respect to the variable u, then the problem still has at least
one nonradial solution, for N =4 or N > 6.

The lack of compactness is overcome by the restriction to subspaces of
functions invariant under the action of subgroups of the group O(N) of
the orthogonal linear transformations of RV, and the results are achieved
through a combination of the Mountain Pass Theorem and the Principle
of Symmetric Criticality. Nodal radial solutions are constructed following
the method of Nehari of piecing together positive and negative solutions on
alternating annuli.
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Introducao

Neste trabalho, discutimos a existéncia e multiplicidade de solugoes nao-
triviais para uma classe de equacoes elipticas semilineares em RY a saber,
as equacoes

—Au+b(|x|)u = f(lz],u), (0.1)

onde N > 2, b:[0,00) — R é uma fungao continua limitada inferiormente
por uma constante positiva e f : [0,00) x R — R é uma fungao continua
satisfazendo certas condigoes de crescimento (subcritico e superquadratico)
e convexidade. Equagoes dessa forma aparecem na Fisica quando se buscam
certos tipos de solugoes estaciondrias para problemas nao-lineares do tipo
Klein-Gordon ou Schrodinger. Se consideramos, por exemplo, solugoes do
tipo ®(t, ) = e ™ u(x), (t,x) € R x RY (standing wave solutions), onde
m é uma constante positiva, para a equacao de Schrédinger

~

0 — AD = f(D),
emque ®:R xRN - Ce f: C — C satisfaz a condicao de simetria
flpey = f(p)e?. p,0ER,
entao obtemos o caso particular auténomo de (0.1) dado por
—Au+mu = f(u),

onde o coeficiente b também nao depende de x. Equagoes do tipo (0.1)
também sao relevantes em diversos outros contextos da Fisica tais como me-
canica estatistica, falso vacuo em cosmologia, éptica nao-linear, propagacao
de raios laser (conferir [22], [6] e referéncias listadas nestes artigos).

Como a equagao (0.1) é invariante por transformagoes lineares ortogo-
nais, é natural pensar que suas solucoes, caso existam, possam ser radiais.
Além de solugoes radiais terem sentido fisico, frequentemente é mais facil
lidar com funcoes radiais devido ao fato de que elas podem ser vistas como
func¢bes bem mais simples, de uma unica varidvel. Uma das vantagens se
expressa na questao da regularidade das solucbes. Ao optar pela aborda-
gem variacional e procurar por soluges fracas para (0.1) em H*(RY), uma
solugao radial, caso exista, ja é continua (exceto, possivelmente, na origem)
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Introducgao

independentemente das hipdteses sobre os coeficientes b e f (Teorema 1.3).
Mais ainda, para que a solucdo seja classica (de classe C2), basta que f seja
continua, além, é claro, de satisfazer as condi¢oes de crescimento e convexi-
dade que ja sdo necessarias para a abordagem variacional (Subsecao 2.5.2).

Seguimos as idéias de Bartsch & Willem [4] para obter solugoes radiais
para a equagao (0.1) com qualquer quantidade finita prescrita de nds. Apli-
camos o método de Nehari (veja [13] e [4]) de concatenar solucoes em regioes
anulares

Qp,o) :=int{z e RY;p<|z| <o}, 0<p<o<oo,

satisfazendo a condigao de fronteira v = 0 em 9Q(p, o), alternando entre
solugbes positivas e negativas. Dados k € NU {0} e po, p1, ..., Pk, pr+1 cOM
0=po <p1 < <pi < prs1 = 00, sejam u; uma solucao radial de

—Au+b(|x))u = x|, u
() f(l ) 7=0,....k, (0.2)
u € Hg(Qpj,pj41))
e suponhamos que u; e uj41 tenham sinais opostos para cada j € {0,...,k—

1}. Pela Teoria de Regularidade de Solugoes desenvolvida na Subse¢ao 2.5.2
e pela continuidade das funcdes radiais de H'(R") longe da origem, uj é
solucao classica de (0.2), j € {0,...,k}; em particular,

uw:RY — R

r — uj(x), pj<|e]<piyr, i=0,....k

satisfaz (0.1) pontualmente em U := {z € RY; |z| £ p;, j=1,...,k} e
tem precisamente k nés nas esferas |z| = p;, j = 1,..., k. Tendo sido obtidas
solugoes classicas positivas e negativas para os problemas (0.2), o problema
central é, portanto, mostrar que os nés podem ser escolhidos de forma que
u também seja diferenciavel até segunda ordem nos pontos onde se anula.
Usando propriedades da variedade de Nehari, estabelecemos propriedades
para os valores criticos A (p;, pj4+1) associados a uj, 7 = 0,...,k, que nos
permitem concluir que o minimo das somas

k

Z)\Ej(pj7pj+1)7 0:p0<p1<<pk<pk+1:(}07
7=0

estd bem definido e a funcdo u correspondente é de classe C?.

Tendo sido obtidas as solugoes radiais (nodais), é natural questionar
a existéncia de outros tipos de solugbes. Sob essencialmente as mesmas
condigoes, é possivel obter uma sequéncia ilimitada de solugoes nao-radiais
para (0.1) nos casos em que N = 4 ou N > 6 [5]. As tnicas diferencas
sao que f deve ser impar e, para que solucoes fracas sejam classicas, Holder
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Introducgao

continua de expoente o > 0 com respeito a variavel u. O método consiste
em uma aplicacao do Teorema da Fonte. Neste trabalho, nos limitamos
a garantir a existéncia de apenas uma solucao nao-radial. Mostramos que
subespacos de H!'(R") de funcdes invariantes por simetrias menos restritivas
que radialidade ainda estdo imersos compactamente em LP(RY) para 2 <
p < 2%, onde 2* = 2N/(N — 2) é o expoente critico de Sobolev. Aplicando
o Teorema do Passo da Montanha e o Principio da Criticalidade Simétrica,
encontramos uma solucao nao-radial.

No Capitulo 1, discutimos em profundidade o conceito de funcao radial,
essencial para o estudo desenvolvido no Capitulo 2. A principal motivacao
para separarmos a discussao do conceito de funcao radial da discussao de
funcoes satisfazendo simetrias menos restritivas, feita no Capitulo 3 sob uma
perspectiva mais algébrica e geral, é que a abordagem analitica nos permite
ver mais claramente a relacio entre o espaco das funcdes radiais de H'(RY)
e o espaco H'((0,00)). Em especial, a existéncia de representantes continuos
exceto, possivelmente, na origem para as funcoes radiais de H'! (RN ), propri-
edade essencial para a demonstracao da Proposicao 2.3 e para a construcao
feita na Secao 2.3, é naturalmente obtida da propriedade analoga das funcgoes
de H'((0,00)).

O Capitulo 2, o principal do trabalho, contém a prova de que (0.1)
possui solugoes radiais com qualquer quantidade finita prescrita de nés; em
particular, a equacdo possui infinitas solugoes. Além disso, mostramos que
a energia de uma solucao nodal é estritamente crescente com o nimero
de nés e tende a infinito quando a quantidade de nés tende a infinito. A
regularizacao das solugoes obtidas é feita ao final do capitulo.

No Capitulo 3, retomamos a discussao iniciada no Capitulo 1 sob um
enfoque mais algébrico. Estabelecemos a compacidade da imersao de subes-
pacos de H'(RY), maiores que o das fungoes radiais, em LP(RY), 2 < p < 2%,
apresentamos o Principio da Criticalidade Simétrica de Palais e mostramos
que (0.1) também possui solugoes nao-radiais.

No Apéndice A, apresentamos resultamos abstratos em Analise Fun-
cional. Aqueles para os quais demonstragoes nem sempre sao faceis de se
encontrar sao provados em detalhe. No Apéndice B, apresentamos os
detalhes técnicos de alguns fatos utilizados nos Capitulos 2 e 3, bem como
outros resultados em Métodos Variacionais tais como uma pequena alteragao
na forma cldssica de enunciar o Teorema do Passo da Montanha.

Mais detalhes a respeito do que é feito em cada secao podem ser encon-
trados no inicio de cada capitulo.



Capitulo 1

Funcoes Radiais

Neste capitulo, estudamos o conceito de funcao radial sob um enfoque a-
nalitico com dois objetivos principais: (1) a existéncia de representantes
continuos exceto, possivelmente, na origem para as funcoes de H. ﬁad(RN ) e
(2) a compacidade das imersdes H! (RY) — LP(RN) para2 < p < 2*. O
fato (1) serd usado na demonstragao da Proposi¢ao 2.3 e na construgao feita
na Secao 2.3. Usaremos (2) na prova do Lema 2.2 para verificar a condic¢ao
de Palais-Smale.

Na Secao 1.1, apresentamos as duas formas—uma analitica (Defini¢ao
1.1) e outra algébrica (Definigao 1.2)—de definir fun¢oes radiais encontradas
nas referéncias consultadas ([14, § 6.1, pdg. 250] e [25, Definition 1.23, § 1.5,
pag. 17]) e mostramos que elas sdo equivalentes (Teorema 1.2).

A seguir, na Secao 1.2, introduzimos o espaco H;ad(RN) das funcoes
radiais de H!(RY). Usamos a forma analitica da defini¢io radial (Definigao
1.1) para estudar uma fungio u € H}, d(RN ) por meio de seu representante
f na reta. Em particular, provamos a existéncia de representantes continuos
exceto, possivelmente, na origem, para cada uma das fungoes de H. ;ad(RN )
(Teorema 1.3).

O capitulo é encerrado na Segao 1.3 com o enunciado e demonstracao
das desigualdades de Strauss [22, Radial Lemma 1] e Lions [16, Lemme
I.1], reunidas na Proposigao 1.3, que nos dao estimativas de decaimento
no infinito para o valor absoluto das fungdes de H! ,(RY) e as imersdes
compactas H'(RV) — LP(RY) para 2 < p < 2*.

1.1 Duas definicoes equivalentes

Um subconjunto Q € RY ¢é dito radialmente simétrico se é mensuravel e
satisfaz
o € Q, |z|=|xg] = z€Q.

O requerimento de que () seja mensurdvel é importante para que possamos
definir funcées mensuraveis sobre o conjunto.

11



1.1 Duas definicoes equivalentes

Dependendo da situacao em que nos encontramos, uma das duas defini-
¢oes de funcao radial abaixo é mais conveniente.

Defini¢ao 1.1 (Forma Analitica). Sejam Q um subconjunto radialmente
simétrico de RN e u € Lloc(Q)' Dizemos que u é uma func¢do radial ou
radialmente simétrica se existe f : [0,00) — R tal que u(x) = f(|z|) para
quase todo x € ).

Definigao 1.2 (Forma Algébrica). Dados um subconjunto radialmente simé-
trico Q CRY ew € L}, (Q). Dizemos que u é uma funcio radial ou radial-
mente simétrica se, para cada transformacdo linear ortogonal S : RN — RN,
a igualdade u(Sz) = u(x) vale para quase todo x € ).

A forma analitica nos permite ver funcoes radiais como funcoes na reta,
reduzir certas integrais em R a integrais em (0, c0) via coordenadas polares
e obter propriedades para uma funcao radial u a partir de propriedades
para seu representante f na reta e vice-versa. A forma algébrica pode ser
naturalmente generalizada ao conceito de fungoes invariantes pela acao de
um dado subgrupo do grupo O(N) (com a operagao de composi¢ao) de todas
as transformacdes lineares ortogonais de R (Secdo 3.2). Embora ambas
definigoes facam sentido sem que tenhamos necessariamente u € L, .(€),
essa restricao é importante para a prova da equivaléncia das defini¢coes que
damos no Teorema 1.2. No entanto, funcoes de Ll .. Jja sao suficientemente
gerais para os propositos deste trabalho.

Se u é radialmente simétrica no sentido da Defini¢ao 1.1, entao u também
é radial no sentido da Defini¢ao 1.2. De fato, dada qualquer transformagao
linear ortogonal S de R em R, vale

u(Sz) = f(|5z]) = f(lz]) = u(z)

para quase todo x € ), pois S é uma isometria. E a reciproca que, em-
bora também intuitiva, é mais dificil de justificar. Usamos o Teorema de
Diferenciacao de Lebesgue.

Denotamos por B(z,d) a bola de centro z € RY e raio § > 0.

Teorema 1.1 (Teorema de Diferenciagio de Lebesgue). Se ¢ € L} (RYN),

entao

loc

1

5 s P =W (1)

para quase todo y € RN,

Demonstragao. Apliquemos [21, Theorem 7.10, pag. 140|, que é o resul-
tado acima para funcoes em L'(RY), & funcio ¢, € L'(R") definida por

e :{ W(@), se [ <n,

0, se lz|>=n,

12



1.1 Duas definicoes equivalentes

para cada n € N. Concluimos que o conjunto dos pontos y € RY para os
quais a igualdade em (1.1) nao vale é a reuniao enumerével de conjuntos de
medida nula e, portanto, tem medida nula. |

Teorema 1.2. As Definigoes 1.1 e 1.2 sdo equivalentes.

Demonstracao. (=) Vimos logo antes do enunciado do Teorema 1.1 a
justificativa de que, se u é radialmente simétrica no sentido da Definicao
1.1, entao u também é radial no sentido da Defini¢ao 1.2.

(«=) Se Q nao é todo o R, estendemos u a RY colocando u(x) = 0 para
cada z € RV\Q. Notemos que esta extensdo estd em L} (RY).

Pelo Teorema 1.1, temos

1

) 5—0* |B(y,9)| JB(y.s)

u(x) dx (1.2)
para quase todo y € RY. Fixemos arbitrariamente 3o € RY para o qual a
igualdade seja vélida. Dado y € RN com |y| = |yol, seja S(y,v0) : RY — RN
uma transformagao linear ortogonal que leva y a yg. Temos que S(y,yo) €
uma isometria, portanto leva B(y,d) a B(yo,d) para qualquer § > 0. Como
S(y,10) é de classe C com [S(y,yo0)]'(x) = 1 para cada z € R, segue pelo
Teorema de Mudanca de Varidveis [21, Theorem 7.26, pags. 153-156] e pela
Definicao 1.2 que

1
u(yo) = 51_>o+ EmR u(x) dx
61—>0+ ]B(;7 3) Jsys) u([S(y, y0)l(x)) HS(%yO)] (OU){ dx
1

= lim u(zx)de.

o0t [B(,0)] Jpye)

Fica, assim, bem definida uma funcao f : [0,00) — R tal que f(r) = u(y,),
se existe um y, € RV que satisfaz (1.2) e |y,| =, e f(r) = 0, caso contrario.
Agora,

1
u(y) = lim u(z) dz = f(lyl)
6—0* | B(Y,0)| /(.
para quase todo y € RY, em particular, para quase todo y € €. |

Em virtude deste resultado, a definicao de funcao radial como sendo uma
funcao satisfazendo qualquer das Defini¢es 1.1 e 1.2 fica bem posta.

Nao encontramos uma prova para o Teorema 1.2 em nenhuma das re-
feréncias consultadas. Em [14, § 6.1, pdg. 250], o autor define fungdes com
simetria esférica (a symétrie sphérique) como sendo aquelas que satisfazem a
Defini¢ao 1.2 e, em seguida, diz que estas funcgoes satisfazem a Definicao 1.1.
Mas nenhuma justificativa do fato é apresentada. Agradecemos ao Professor
R. R. Silva pela idéia de usar o Teorema de Diferenciacao de Lebesgue.
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1.2 O Espaco H'

rad(RN)

Notagao. Daqui para o final do Capitulo 1, sempre que Uy Uy, Uy ... €
L} () forem fungdes radiais, f, fn, f,... : [0,00) — R serdo fungdes tais
que u(xz) = f(|x|) para quase todo = € €, u,(x) = fu(|x|) para quase todo
x € (Q, e assim por diante.

1.2 O Espago H! ,(RY)
Denotamos por H! (RY) o subespaco das fungdes radiais de H'(RY). No
préximo capitulo trabalharemos com subespagos convenientes de Hgad(RN )
e precisaremos de algumas propriedades que as funcoes deste subespacos
herdam das fungdes de H} ,(RY).

Sabemos que o espago H'(RY) com a norma usual |||| 71 : H}(RY) — R,
definida por

1/2

fulls = ([ (Va@ +lu@Pyae) - we @),

é um espaco de Hilbert com o produto interno (-, ) ;1 : HY(RY)x HY(RY) —
R, dado por

(U, v) g1 = /RN (Vu(z) - Vo(x) + u(z)v(z))dz, wu,v € Hl(RN),

(conferir [7, Proposicién IX.1, pag. 150]).

Proposigao 1.1. H! (RY) é um espaco de Hilbert.

rad
Demonstracao. Pela Definicdo 1.2, temos que 0 € H' (RN ), que é, por-

rad
tanto, nao-vazio, e
(u1 + aug)(Sz) = u1(Sx) + aua(Sz) = ui () + aus(x)

N
radGR )
e a € R. Logo H! ,(RY) com a norma induzida por H*(RY) é um espago

para quase todo x € RY | quaisquer que sejam S € O(N), uy,us € H}

vetorial normado. Na verdade, a restricao (-, é um
2 1estrigio (g [ e, )

(RM). Nos resta mostrar que H'! (RY) com a

: 1
produto interno em H, rad

rad
norma ||-|| ;1 é completo.
Sejam (un)neny uma sequéncia de Cauchy qualquer em H! (RY) e u
seu limite em H I(RN ), que ja sabemos ser completo. Para mostrarmos que
u € H} (RY), basta mostrarmos que u é radial. Como H*(R") est4 imerso
continuamente em L?(RY), temos que (u,)nen também converge para u no
sentido de L?. Em particular, passando a uma subsequéncia, se necessario,
podemos supor que u, () —— u(z) para quase todo x € RY. Assim, dada

uma transformacao linear ortogonal S : RV — R¥ temos que
u(Sz) = lim u,(Sz) = lim wu,(z) = u(z)
n—oo n—oo

para quase todo z € RY. Portanto u € H! ,(R"N). [ |
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1.2.1 Aproximacao por fungoes de classe C°

1.2.1 Aproximagao por fungoes de classe C°

A Proposicao 1.2, ao final desta subsecao, fornece um método para reduzir a
prova de fatos a respeito de fungdes radiais de H'(RY) & prova dos mesmos
fatos para funcdes radiais de C}(RY), o que é frequentemente mais facil
de fazer por conta da regularidade que estas iltimas apresentam. A sua
prova requer alguns preliminares de regularizadores de funcgoes localmente
integraveis e aproximacao de fungoes de H'(RY), desenvolvidos ao longo
dos sete lemas a seguir. Os mais importantes sao os Lemas 1.4, 1.6 e 1.7, a
partir dos quais uma prova para a Proposi¢ao 1.2 pode ser escrita de forma
bem concisa.
Seja J € CC(RN ) qualquer. Notemos que o produto de convolucao

Jxu:RVY — R

r — J(x —y)u(y)dy
RN

estd bem definido sempre que u € L}OC(RN ). Com efeito, em quaisquer destes

casos, a integral acima se reduz a integral sobre um compacto do produto

de uma fungao continua e limitada, y — J(z —y), por outra integravel neste

compacto.
Lema 1.1. Seu € L}, (RY) e J € C.(RY), entdo J xu é continua em RY.

Demonstracio. Fixemos arbitrariamente zg € RY e (2,)neny em RY con-
vergente a xg. Temos que

(0 u)(en) = el = [ (I =) = San = p)ul)dy, ne N,
Pela continuidade de J, temos que
(J(zn —y) = J(xo — y))uly) == 0, yeRY.

Para n € N suficientemente grande, temos que |z, — 9| < 1. Escrevendo
K :=suppJ e K := {y € RY; dist(zg — y, K) < 1}, obtemos

(U =) = T = )u(o)] < 2 (magl @) - )] - xz0)

para todo y € RN e para cada n € N suficientemente grande. Como

U € L}OC(RN), J é continua e K, K sao compactos, o membro direito nesta

desigualdade é integravel e segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue que
|(J * w)(zn) = (J % u)(z0)] = 0.

Isto prova a continuidade de J * w. |
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1.2.1 Aproximacao por fungoes de classe C°

Lema 1.2. Seu € L} (RY) e J € CHRY), entio J xu também é de classe
Ct em RN e Dj(Jxu) = (D;J)xu, j=1,...,N.

Demonstracao. Mostraremos que J *u tem j-ésima derivada parcial dada
por D;(J xu) = (D;jJ) xu, j =1,...,N. Tendo sido feito isso, o resultado
segue pelo Lema 1.1, uma vez que D;J é continua e tem suporte compacto
por hipdtese, 7 =1,..., N.

Denotemos por ey, ...,ex os vetores da base canonica de RY e fixemos
arbitrariamente j € {1,...,N} e zg € RY. Seja (t,)nen uma sequéncia
qualquer em R\{0} convergente a 0. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
6 :N — [0,1] tal que

(J xu)(xo + tpej) — (J xu)(zo)
tn
:/ J(xo +the; —y) — J(wo —y)
RN tn

u(y) dy

= /[RN(DjJ)(:UO +0(n)tne; —y)u(y)dy, neN.

Analogamente & demonstracao do Lema 1.1, temos que

n—oo

(Dj ) (o + O(n)tue; — y)uly) == (D;J)(z0 — y)uly), yeRY,

e que
(D7) a0 + 80}ty =~ )t < (mae (D@ ) - )] x(0)

para cada y € RV e n € N suficientemente grande. Segue pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue que J*xu tem j-ésima derivada parcial
no ponto zg dada por

(D37 x w)ao) = [ (D) (a0~ y)uty) dy = (D37) <)o),

0 que completa a demonstracao. |

Lema 1.3. Seu € L} (RV) e J € CX(RYN), entdo J *u € de classe C*.

loc

Demonstragao. Pelos Lemas 1.1, 1.2 e por indugao, temos D, (J * u) =
(Do J) * u continua para cada multi-indice . [ |

Agora suponhamos que J € C°(RY) seja radial, suppJ = B[0,1] e

/ J(x)de =1. (1.3)
RN
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1.2.1 Aproximacao por fungoes de classe C°

Podemos tomar para J, por exemplo, a fun¢ao definida por

—1/(1—|a[*)
J(.%')—{ ke , S€ ‘1"<1, (14)

B 0, se |z[>1,

onde k € R é escolhido de forma que (1.3) seja satisfeita.! Para cada e > 0,
a Regra da Cadeia e o Teorema de Mudanca de Varidveis garantem que a
funcao

J:RV — R

r — e NJ(x/e) (1.5)

estd em C°(RY), supp J. = B[0,¢] e

/ Je(z)dr =1. (1.6)
RN

Lema 1.4. Seu € L}OC(RN) € radial e Je € como acima, entao Je xu € de
classe C™ e radial em RY, qualquer que seja € > 0.

Demonstracao. J. *u é de classe C* pelo Lema 1.3.

Agora seja S uma transformacio linear ortogonal qualquer de RY sobre
si mesmo. Entdo S7! : RY — RY também é uma transformacio linear
ortogonal, a que desfaz a mudanga de referencial cartesiano operada por
S. Pela Definicao 1.2, pela radialidade das fungoes J.,u e pelo Teorma de
Mudanca de Varidveis, temos que

(e u)(Sa) = [ T(Sz = y)uly)dy

- /RN Je(S7H(Sz = y)u(S™1y) [(S71) ()| dy

= / Je(z = y)uly) dy
RN
= (Je xu)(z)
para todo x € RY. Portanto v é radial. |

Lema 1.5. Sejam J., € > 0, como no Lema 1.4. Sel < p < o eu €
LI(RY), entdo Joxu € DP(RY) e | ul iy < Nl o, pora coda

o+
€>0,eJ. xu-——uemLP.

Demonstracao. Veja [1, Theorem 2.18 (c), pags. 29-31]. |

'Uma forma de mostrar que J é de classe C' sem precisar calcular suas derivadas
parciais na fronteira da bola unitaria explicitamente pela definicdo é aplicando o Lema
2.10 da Subsecdo 2.3. Mostra-se por indugdo que J é, de fato, de classe C*°.
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1.2.1 Aproximacao por fungoes de classe C°

Lema 1.6. Sejam J., € > 0, como no Lema 1.4. Se 1 < p < oo, m € NU{0}

0t
eu € WmP(RN), entdo J.xu € W™P(RN) e J xu 0T em WP, Além
disso, se suppu € compacto, entdo supp(Je * u) também € compacto, € > 0.

Demonstragao. Como em [1, Lemma 3.15, pdg. 52], mostra-se que J, * u
tem derivadas fracas

Dy (Jexu) = Jex (Dau), |a] <m, e>0.

0+
Pelo Lema 1.5, concluimos que Dy (Je*u) € LP(RY) e Dy (Je*u) 9% Dou,

ot
la| < m, e > 0. Portanto Joxu € W™P(RY) para cada e > 0 e Joxu Rl

no sentido de W™P,

Notemos que

N

(ex ) = [ e = ypuly)dy =0
R

sempre que dist(z,suppu) > €, quando o integrando é identicamente nulo.

Assim, supp(Je * u) C {x € RY; dist(z,suppu) < €}, que é compacto para

cada € > 0. [ |

Lema 1.7. Para cada v € H'(RY), existe uma sequéncia (uy)nen no espaco
Hl(RN) tal que up —> u em H' e suppu, € compacto para cada n € N.
Além disso, sew € H' (RYN), entio a sequéncia (uy,)nen pode ser escolhida
em H! (RN).

rad

Demonstracao. (I) Seguindo as idéias da construgao de uma partigao da
unidade em [1, Theorem 3.14, pédgs. 51-52] usando as fungdes J, J. €
CX(RN), € > 0, dadas por (1.4) e (1.5), podemos construir uma fungao
Y € CX(RVN) tal que

(i) ¢¥(z) =1 sempre que |z| < 1,
(ii) ¥ (z) = 0 sempre que |z| > 2,
(iii) existe M > 0 tal que |[¢(2)|,|Dj(z)] < M para todo z € RY, j =
1,....N.
Para cada e > 0, seja 1. € C°(RY) dada por ¢ (x) = (ex), v € RY. Sejam
Up =1 -u, n € N. Claramente suppu, C B[0,n] é compacto, ¢ 1 (z) =1
para |z| < n e [ (z)|,|Djb1(z)] < M para todo z € RY, n € N. Para

completar a demonstracdo basta mostrarmos que u, € H'(RY), n € N, e
que Uy 27, wem HY.

Como u € HY(RY), dados quaisquer j € {1,...,N} e ¢ € C®(RY),
temos que ¥1 - p € CX(RY) e, assim,

N
- [ D@y P de = [ @Dy @)e() + 0y @Dspla) do.

RN
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1.2.2 Existéncia de representantes continuos

Portanto u,, tem j-ésima derivada parcial fraca dada por
Djun = Djps -u+ 1 - Dju € L*(RY), neN.

Concluimos que (u,)nen estd, de fato, em H(RY).
Usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

lu— a2 = / (I (= wn) 2 + Ju — wnl?) da

P

< / (!Vu\Q + \u!Q) dx +/ (]Vun\Q + ]un\Q) dx
2] >n

j2|>n

< (147 / (IVul? + [uf?) dz

j2l>n

n—00
—0,

pois (|[Vul? + |u|?) é integravel.

(IT) Observemos que ¥ pode ser definida de forma que seja radial. Com
efeito, seja ¢ € C°(R), como na construcao acima, satisfazendo (i)—(iii).
Entdo a funcio 1 € C°(RY) dada por ¢(z) = ¥(|z|), z € RV, é radial e

satisfaz (i)-(iii). Assim, se u é radial, entdo u, € H! ,(RY), n € N. [ |

Proposicao 1.2. Para cada u € H! ,(RY), existe uma sequéncia (uy,)nen
em CH{RN)N H!

L (RN tal que uy, “— u em H'.

Demonstragao. Pelo Lema 1.7, existe uma sequéncia (v,)pen DO espago

H}ad(RN) tal que suppv, é compacto para cada n € N e v, —— u.
Pelos Lemas 1.4 e 1.6, existe uma sequéncia de fungoes radiais (w,in))keN

em C°(RY) tal que w,(gn) LiSa vp, para cada n € N. Para cada n € N,

sejam k, € N tal que le(gz) —Upllgr < |lon —ullp € up = wl(cz). Entao

Uy, € CEO(RN) e ||un —ull 1 < 2||vn — ull i oo, [ |

1.2.2 Existéncia de representantes continuos

A existéncia de representantes continuos exceto, possivelmente, na origem,
para as funcgoes u € H}ad(RN ) decorre diretamente da existéncia de repre-
sentantes continuos exceto, possivelmente, em 0, para as fungoes f corres-
pondentes. Chegamos a isso mostrando que f € H'((e, M)) sempre que
0 < e < M < oo. Dividimos os detalhes técnicos em uma série de lemas. O
primeiro passo é mostrar que essas funcoes f tém derivadas fracas, o que é

feito no Lema 1.10.

Lema 1.8. Se u € L}, (RN) ¢ uma funcio radial, entio existe yo € SV~!

tal que u(ry) = u(ryo) para quase todo r > 0, para quase todo y € SV~1.
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1.2.2 Existéncia de representantes continuos

Demonstragao. Sejam D = {z € RV ; u(x) # f(|z|)} e
Dy ={re[0,00); u(ry) # f(r)}, yes¥ .

Entao D, ¢ mensurdvel para quase todo y € SN-1 (com respeito a medida
de Hausdorff em SV~1) e, redefinindo D, = & para cada y € SN=1 tal que
o D, original nao seja mensuravel, temos que

0=|D|= /RN Xxp(z) dz = /SN_l (/OOO ny(T)TNldT> do(y),

tudo isso pelo Teorema de Integragao em Coordenadas Polares [10, Theorem
2.49, pags. 78-79], onde o é a medida de Hausdorff em S™V~!. Portanto

o
/ XDy(r)rN_l dr=0
0
para quase todo y € SN~1. Segue que XD, (r)r¥N=1 = 0, para quase todo
y € SN71 para quase todo r € [0,00), de onde concluimos que |D,| = 0
para quase todo y € SN~1. A conclusdo do lema é vilida com yo € SN—!
qualquer tal que D,, é mensuravel e |D,,| = 0. |

Lema 1.9. Para cada u € H! ,(RY), a funcdo

T:RYN — R

r — <Vu(x), %>

¢ radialmente simétrica. Em particular, existe yo € SN tal que u(ry) =
(Vu(ryo), o) para quase todo r > 0, para quase todo y € SN~1.

Demonstragio. Dada u € H! ,(RY), primeiramente notemos que |u(z)| <
|Vu(z)| para todo z € RY. Como |Vu(-)| € L2(RY) — L} _(RY), segue que
u € L} (RY). Além disso, existe uma sequéncia (up)nen em CZ(RY) N
H}ad(RN) tal que u, —— u em H' pela Proposicao 1.2. O resultado do
lema é valido para cada funcao nessa sequéncia. De fato,

N
<wn<x>, ﬂ> =3~ fallah - T = fulel). v €RY, meN.
j=1

. ~ . n—oo
pela Regra da Cadeia. Agora, a convergéncia u, ——— u em H' nos ga-
rante que, passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que
n—oo
Vu,(r) == Vu(r) para quase todo = € RY. Logo

T

<Vu(ﬂc) —> = lim_f} (|

7
/) "

para quase todo z € R, o que completa a prova de que u é radial.
A segunda afirmagao no enunciado do Lema 1.9 segue diretamente do
Lema 1.8. |
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1.2.2 Existéncia de representantes continuos

Lema 1.10. Se u € H! ,
tervalo (0,00) e tem-se

f/(T’) = (VU(’I“y),y> = (Vu(ryo),y0> )

para quase todo y € SN7L, para quase todo r > 0, onde yo € SN ¢ dado
pelo Lema 1.9.

(RN), entdo f € fracamente diferencidvel no in-

Demonstragao. A escolha do candidato para derivada fraca de f é a mais
natural possivel. Se u é diferencidvel, entao podemos escolher o represen-
tante para f de forma que seja f(r) = u(ry) para todos y € S¥ =1 r >0, e
obter a igualdade acima ponto a ponto pela Regra da Cadeia.

Precisamos mostrar que

/ () dr = — / " (Fulryo), o) () dr, b € C((0,00)). (1)
0 0

Observe que (1.7) é equivalente a

WN /000 f(r)Y (r)dr = —wn /000 (Vu(ryo),yo) ¥(r)dr, € C((0,00)),

que é equivalente a

Lo ([ rowmar) )
— _/SN_1 (/OOO (Vu(ryo), yo) ¥(r) dr> do(y), ¥ € C=((0,00)).

Pelo Lema 1.9, isto é equivalente a

/SN_I (/OOO F)'(r) dr> do(y)
- /SN_I </0°° (Vu(ry),y) ¢(r) d7°> do(y), o€ C>((0,0)),

o que, pelo Teorema de Integragao em Coordenadas Polares, é equivalente a

¥'(|z))
u(x dx
[ o
z \ Pz
= — vu x s T dl‘
fo (et i) £
N
=3 [ @i, vecx@e. )
o1 /RN ||
onde x = (z1,...,2n), © € RN, Assim, para verificar (1.7), basta verificar-
mos (1.8).
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1.2.2 Existéncia de representantes continuos

Para cada j € {1,...,N} e cada ¢ € C((0,00)), temos que =
zi(|z)) x|V, z € RV, estd em C(RV),

O [zl o @D
/RNu(m)axj< i >d /RN z; (%) o d (1.9)

pela definicao de derivada fraca e

0 (zp(z) _ ¢al) , 25 7
— = + P (|lz]) = N——=(|x 1.10
i ( ) = T e N edel) (110
para cada z € RY. Substituindo-se (1.10) em (1.9) e somando-se (1.9) de
j =1 até N obtemos (1.8), o que completa a prova do Lema 1.10. |

Agora relacionamos a derivada fraca de f com o gradiente de u e mostramos
que ela estd em L2((e, M)) sempre que 0 < € < M < oo. Isso nos d4 um
representante continuo para f, de onde a existéncia de um representante
continuo para u é imediata.

Lema 1.11. Se u € H! J(RY), entdo |Vu(z)| = f'(|z|) para quase todo
r € RV,

Demonstragao. Como na demonstracao do Lema 1.9 e considerando-se
o resultado do Lema 1.10, existe uma sequéncia (u,)neny em C(RY) N
H! (RY) tal que Vu,(z) > Vu(z) e

rad
(Vo). 5 ) 2= (Tuloh 5 ) = £l
] |z
para quase todo x € RY. Como Vu,(x) = (f.(|z|)/|z|)= é paralelo a = para
todo x # 0 e para cada n € N, segue que

F(e)) = Vu(z)| = lim [Vug(2)| = lim ‘<V“n<x>’ yi—\ >‘

para quase todo z € R, o que completa a prova. |

Lema 1.12. Seu € H! ,(RY), entio f € H'((e, M)) sempre que 0 < € <

M < oo. Em particular, existe fe C((0,00)) tal que f(r) = f(r) para quase
todo r € (0, 00).

Demonstragao. Se 0 < e < M < o0, entao

/M (|f(r)|2 + ‘f’(r)‘Q) dr < % /EM <|f(7")|2 n {f/(r){2> N1 g

€ WN
1
B wyeN—1 /Q(E,M
1 2
m ([

| <\Vu]2 + u2> dx

N

< 00,
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1.3 Decaimento no infinito

portanto f, f' € L%((e, M)) e, portanto f € H'((e, M)).

A existéncia de um representante continuo para f decorre do fato de que
fungoes de H'((a, b)) sempre possuem representantes continuos, —oco < a <
b < oo (conferir [7, Teorema VIII.2]). [ |

Teorema 1.3. Para cada v € H}ad

u(z) = u(x) para quase todo v € RV,

(RY), existe u € C(RV\{0}) tal que

Demonstragiao. Dada u € H! ,(RY), sejam f dada pelo Lema 1.12 e
u: RY — R dada por u(z) = f(|z]), * € RY — {0}, u(0) = 0. Entdo u é
continua exceto, possivelmente, em x = 0 e u(z) = f(|z|) = u(x) para quase

todo = € RY. |

Alguns leitores familiares com a prova da existéncia de representantes con-
tinuos para funcdes de H' (RY) baseada na Desigualdade de Strauss—em
que se obtém, na verdade, que fungoes de H gad(]RN ) possuem representantes
Holder-continuos com expoente 1/2 (conferir [14, §6.1, Lemme 1.1])—podem
considerar nossa abordagem para provar este fato desnecessariamente longa.
Nossos motivos ficam mais claros na préxima secao, onde a Desigualdade de
Strauss e algumas de suas consequéncias sao discutidas.

1.3 Decaimento no infinito

Proposigao 1.3 (Desigualdades de Strauss e Lions). Seja u € H! ,(RY)

qualquer. Entao existe uma constante dependendo apenas de N, ¢(N) > 0,
tal que

(a) [u(@)] < e(N) |22 jul| g1 vy e
1/2 1/2 —
(b) [u(@)] < e(N) [[ull oty [Vl iy 21477

para quase todo x € RV

Demonstragao. Dada qualquer u € C2° (RN ), temos que
ju(@)|* = |f(|=])?
—— [ 2 1) ds
|

2
< / s~ V2| pi(s)| 1 (s)] N ds
||
< Ja N / P+ @)
< Ja wy' ||UH§{1(RN) , zeRY,
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1.3 Decaimento no infinito

onde wy = 27N/2/T(N/2) é a area da esfera unitaria de RV. Isto prova
a desigualdade (a) para as funcdes radialmente simétricas de C2°(R”Y) com
a(N) = w;,l/Q. Em particular, s — f(s)sN"D/2 e s — f/(5)sN="1/2 estao
em L2([r,c0)), 7 > 0, pela tltima desigualdade na sucessdo acima. Segue
pela Desigualdade de Holder que

@ <2 [ 176176 ds

||

- 1/2 - 1/2
<2 '(s 2 ds s)|? ds
</| 1765 ) </| 7 )
- 1/2 - 1/2
<2:c17N "(s 2SNflds s)? sV 1 ds
] </| )] ) </| £(5) )

— 1-N
< 2WN1 HUHLQ(RN) HVUHLQ(RN) ‘.%" , X E RN .

Isto prova a desigualdade (b) para as fungoes radialmente simétricas de

C®(RY) com co(N) = (2/wn)/2.
Dada, agora, qualquer u € Hﬁa d

xisténcia de uma sequéncia (uy)nen de fungoes radialmente simétricas de

CSO(RN ) que converge em H' para u. Em particular, u, 27, wem L2,

(RY), a Proposicio 1.2 garante a e-

assim, passando-se a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que
n—00 N
up(x) — u(x) para quase todo z € R". Segue-se que

Jim Jup (2)] = Ju(z)]
< ey (N) [T/ llwll g movy

= Jim_ex(N) a2 fum 11 vy

para quase todo z € R, provando a desigualdade (a). Também |Vu,| ~——
|Vu| em L?, daf a desigualdade (b) é valida por argumento andlogo. [ |

As provas que apresentariamos para as duas consequéncias imediatas da
Desigualdade de Strauss apresentadas abaixo nao seriam diferentes das que
podem ser encontradas no texto de Kavian [14], portanto enunciamos os
resultados sem demontragao. Entretanto ha algo que deve ser observado a
respeito da prova do Corolario 2 encontrada na segunda parte da demons-
tragao de [14, Chapitre 6, Lemme 1.1]. Kavian se propde a mostrar que
uma dada u € Hiad(RN ) possui um representante continuo exceto, possi-

velmente, na origem, mostrando diretamente que v é Holder continua com
expoente 1/2 em RV\{0}. Entretanto, durante a prova, ao escrever

() - u(y)| < / 17/(s)] ds,

|y
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1.3 Decaimento no infinito

Kavian estaria supondo implicitamente que f é fracamente diferenciavel e
que f é uma primitiva para f’. Ora, se ja soubéssemos disso, entao ja
saberiamos que f é continua fora da origem e, portanto, que u é continua
fora da origem, o que é um dos objetivos de [14, Chapitre 6, Lemme 1.1].
Sendo assim, para provar que u é Holder continua de expoente 1/2 em
RNM\{0} devemos, primeiramente, provar que f é fracamente diferencidvel
em (0,00) e que f é uma primitiva para f’. Uma justificativa completa do
Coroldrio 2 deve considerar, portanto, propriedades de funces de H'((a, b)),
—00 < a < b < o0, [7, Teorema VIIL.2] e as conclusoes dos Lemas 1.11 e
1.12, o que nao ¢ feito em [14].

Corolério 1 (Teorema de Strauss). As imersées H!  (RN) — LP(RY) sdo
compactas para 2 < p < 2N/(N — 2) =: 2%,

Demonstracao. Conferir [14, 1.2 Théoréme| para uma demonstragao via
Desigualdade de Strauss (Proposicao 1.3, item (a)), explorando diretamente
a radialidade das fungoes, ou o Corolario 2 do Teorema 3.2 na Secao 3.2
para uma abordagem mais algébrica e geral. |

Corolério 2. Para cada u € H} ,(RY), existe u € C(RY) tal que u(z) =
u(x) para quase todo x € RN e u € CUV/2(RN\B(0,¢)) para cada € > 0.

Demonstracgao. Ver a segunda parte da demonstragao de [14, 1.1 Lemme]
levando em conta [7, Teorema VIIL.2] e os Lemas 1.11 e 1.12. |
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Capitulo 2

O Problema
—Au+b(lz))u = f(|z|,u) em RN

Neste capitulo seguimos as idéias de Bartsch & Willem [4] para estabelecer
a existéncia de infinitas solucoes radiais nodais para o problema eliptico
semilinear

w € HYRN), @1)

{ —Autb(|z)u = f(lx],u)
onde N > 2 e b, f sao fungoes reais satisfazendo
(bo) b e C([0,00),R) e existe uma constante real ag > 0 tal que b > ap;
(f1) f€C(]0,00) x R,R) e existem constantes reais a1, s, Ry > 0 tais que
[f(ru)l <arlul®, r=0, [ul > Ry;
aqui, 1 <s < (N+2)/(N—-2),se N>3,el<s<o0,se N=2;
(f2) Existe uma constante real p > 2 tal que
pE(r,u) <uf(r,u), r=0,
onde

F(r,u)::/f(r,v)dv, r>0, ueR;
0

lim inf F -
(fs) [lim —nf F(r,u) > 0;
Jul 2K

(f1) f(ryu) = o(Ju]) quando u — 0 uniformemente em r, ou seja, para cada
e > 0, existe um 6 = d(e) > 0 tal que

[f(rou)] <elul, Jul <6, r2>0;
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O Problema —Au + b(|z))u = f(|z|,u) em RY

(fs) Paracadar > 0, a fungao u — f(r,u)/|ul, u € R—{0}, é estritamente
crescente.

Mais especificamente, provamos o

Teorema 2.1. Suponhamos que N € N, N > 2, que b, f sejam fungoes reais
satisfazendo (bo) e (f1)—(f5), e que k seja um inteiro nao-negativo. Entao
existem duas solucoes radiais u;: e uy para o problema (2.1) satisfazendo
u; (0) < 0 < uf(0) e com exatamente k nds pli,...,pf, onde 0 < pf <
< piE < oo

(uE)0) = {z e RY; || = ij para algum j =1,...,k}.
Além disso, u;: e u, sao solugoes cldssicas, ou seja, de classe C?.

Na Secao 2.1, encontramos solugoes radiais positivas e negativas para
o problema de Dirichlet

—Au+b(lz)u = f(z|,u) (2.2)
u e i@ |

no dominio radialmente simétrico
Q:=Qp,0) :=int{z e RY; p < |z| < o},

onde p e o sao fixados arbitrariamente satisfazendo 0 < p < ¢ < 0. Na
Subsecao 2.1.1, usamos o Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti
& Rabinowitz [3] para obter solugbes nao-triviais para uma modificagao
apropriada do problema (2.2), a saber, o problema (2.3). A variedade de
Nehari é introduzida na Subsec¢ao 2.1.2, onde provamos que a energia \™ =
AT (p, o) das solugoes dadas pelo Teorema do Passo da Montanha é o infimo
na variedade de Nehari do funcional associado ao problema (2.3). Lancando
mao de um lema de deformagao devido a Willem, da Teoria de Regularidade
de Solucoes e de um Principio de Maximo, mostramos na Subsecgao 2.1.3
como obter uma solugao positiva a partir da solucao nao-trivial encontrada
em 2.1.1. O resultado do trabalho desenvolvido na Secao 2.1 é resumido na
Proposicao 2.1 da Subsecgao 2.1.4, onde também explicamos brevemente
como uma solugao negativa para o problema (2.2) pode ser obtida.

Em seguida, na Segao 2.2, estudamos algumas propriedades qualita-
tivas dos valores criticos A* = A (p, o). A Proposicio 2.3 deste trabalho
corresponde ao item (d) de [4, Proposition 4.1, pdgs. 269-271] mas nossa
abordagem para prova-la é diferente. Na realidade acreditamos que a prova
dada por Bartsch & Willem nao é vélida, uma vez que todo o argumento
decorre de uma mudanca de variaveis calculada incorretamente na pagina
271 do artigo supracitado. As propriedades qualitativas de A* sao usadas
na Segao 2.3 para definir um candidato a solugao nodal do problema (2.1).
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2.1 Solugoes em dominios radialmente simétricos

A idéia é concatenar solugoes como as obtidas na Se¢ao 2.1 alternando entre
solucoes positivas e negativas e escolhendo-se os nés de forma que a soma
das energias de cada solucao seja a minima possivel. Algumas observacgoes
a respeito do comportamento da energia de uma solu¢ao nodal de (2.1) com
respeito ao nimero de nods sao feitas na Secao 2.4. Encerramos o capitulo
na Secgao 2.5 mostrando que as solugoes fracas em dominios radialmente
simétricos obtidas na Secao 2.1 sao classicas. Juntamente com o argumento
de colagem desenvolvido na Secao 2.3, isto completa a prova de que as
solugoes radiais fracas obtidas para o problema (2.1) séo, de fato, classicas.

2.1 Solucgoes em dominios radialmente simétricos

Para obtermos uma solugao positiva, substituimos f em (2.2) pela fungao
(continua e impar em )

gT:[0,00) xR — R
flr,u), sewu
(ryu) — { )

P
—f(r,—u), seu<

e consideramos o problema resultante

—Au+b(|z)u = gt(|z|,u)
u € Hy(9Q).

O ponto é que, se u é uma solugao positiva de (2.3), entao g(|z|,u(x)) =
f(z|,u(x)) para todo z € €, logo u ¢ uma solucao positiva de (2.2). Assim
nos basta obter uma solugao positiva para (2.3). Uma solugao negativa para
(2.2) pode ser obtida por um argumento andlogo, que iremos indicar mais
adiante, usando uma fungao auxiliar ¢g—, construida de modo parecido. Por
simplicidade de notacdo, escrevemos g = ¢ e, da mesma forma, G no lugar
de G para a primitiva (par em u) de g com respeito a u:

(2.3)

G(r,u) == Gt (r,u) ::/ g(r,v)dv, >0, uelR.
0

Mostramos no Apéndice B, Segao B.1, que g e G também satisfazem as
hipéteses (f1)—(f5). Na proxima subsegao iremos aplicar o Teorema do
Passo da Montanha para provar a existéncia de uma solucdo nao-trivial
para o problema (2.3). Para tanto, precisamos de um funcional de classe C'!
apropriado definido em um espaco de Banach adequado.

Seja H&md(Q) o espago (de Hilbert) das fungdes radiais de HE () com
a norma usual ||-|| ;1 : Hi (Q) — R,

1/2
lull fr = </ (\Vu]Q +u2> dw) . u€ HNQ),
Q
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2.1.1 Existéncia de uma solucao nao-trivial

(basta aplicar a Proposicao 3.1 com G = O(N)). Seja X = X(p,0) o
conjunto das fungdes u € Hg(Q) tais que

/Q (|Vu|2 + b(|x|)u2> dz < oo.

A aplicacao ||-|| : X — R dada por

Jul = ( | (19a + b dw) uex

é uma norma em X segundo a qual X é um espago de Hilbert (conferir
Proposigao B.1). Por fim, denotemos por E = F(p,o) o subespaco de X
das fungoes radiais. Como observado no item (c) da Definigao 3.3 e pelo
Exemplo 3.1, F é um subespaco fechado de X, logo é um espago de Hilbert.
Notemos que, em virtude de (by),
Jull? > [ (190 + a002) do >
Q 1+ ag

rad(§2). Além disso, pelo Te-
orema da Imersao de Sobolev (conferir Teorema A.2), X estd imerso conti-
nuamente em LP(Q) para cada p € [2,2*], se N > 3, e para cada p € [2,2%),

se N =2, onde
. {% se N >3

oo, se N =2

é o0 expoente critico de Sobolev. Segue que E estd imerso continuamente em
LP(Q) e, como estas imersoes sao lineares (de fato, sdo aplicagoes identidade
nos espagos correspondentes), existe um C(p) > 0 tal que

lullpy <C@) lull, weE, 2<p<27, (2.4)
[ullpor <C@)lull, uweE, N#2. (2.5)

2
[l -

Portanto E estd imerso continuamente em H&

2.1.1 Existéncia de uma solucao nao-trivial

Mostramos no Apéndice B, Secao B.4, que o funcional

p: X — R
1
R —/ (1Vul? + b(al)?) dw—/G(!x!,u)dm
2 Ja )

estd bem definido, é de classe C'! e seus pontos criticos sdo solucdes fracas de
(2.3). Para encontrar um ponto critico nao-trivial de ¢ aplicamos o Teorema
do Passo da Montanha a restricao de ¢ ao subespaco FE de X e, em seguida,
usamos o Principio da Criticalidade Simétrica para concluir que o ponto
critico encontrado para <p| € um ponto critico de ¢ (conferir Segao 3.3,
especialmente o Teorema 3.3 e seu Corolario).

(2.6)
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2.1.1 Existéncia de uma solucao nao-trivial

Lema 2.1. O funcional ¢ : X — R satisfaz a geometria do passo da monta-
nha (condi¢oes (a)—(c) no Teorema do Passo da Montanha, Teorema B.1),
ou seja,

(a) p € CHX,R) e ¢(0) = 0;
(b) Ezistem ro,co > 0 tais que @(u) = co sempre que ||u|| = ro;

(¢) Para todo uw € X — {0}, existe tg = to(u) > 0 tal que p(tu) < 0 para
todo t > ty;

Demonstragao. (a) J4 sabemos que p € C'(X,R). Para ver que (0) = 0,
basta notarmos que G(r,0) = 0 para todo r > 0 e calcular ¢(0) diretamente
usando sua definigdo em (2.6).

(b) Para cada u € X e cada € > 0, o Lema B.2 nos dd4 uma constante
A = A(ape/2) > 0 (dependendo apenas de €) tal que

‘/QG(M,U% z </9<% U($)|2+A|u(x)|s+1> I

2 s+1
/Q bl [ua)|? da + A /Q fu()|+ de

€ 1
< 5l + Aljul 3

€
< —
2
€ s+1
<3 [l + A fJu|

onde A = A(C(s +1))*t1 > 0 e C(s + 1) é dada por (2.4). Assim, se

1

Jull < (—~) L
2A

1
€ 2 ~ € s—1 9 2
x| < < |lu +A<—~> ul|® = el|ul|”,
5 llul o7/ = el

entao

‘/QG(’.%" su(z
o) > 3 lul? - | | Glal ute

Tomando qualquer € € (0,1/2), a desigualdade acima nos dé ¢(u) = ¢
sempre que ||u|| = rg para

logo

1

— (< 5__1>O _ (1 2>0
ro = i e cy= 5 €lrg .

30



2.1.1 Existéncia de uma solucao nao-trivial

(¢) Aqui, usamos o Lema B.3. Se u € X — {0} e t € R, entao
1 2
p(t) = 3 leul® = [ G tute)) d

1
< 3l —/ (C1 (@) = Cs ltu(@)?) da
Q

< K% +02(C(2))2> HuHQ] —th [Cl/ﬂ|u(x)|“ dx} .

Mas como u # 0, devemos ter
/ ()" de >0,
Q
dai p(tu) — —oo quando t — oo, uma vez que p > 2. Em particular, existe
to = to(u) > 0 tal que p(tu) < 0 para todo t > t. [ |

Lema 2.2. O funcional ¢ : E — R, isto é, o funcional ¢ restrito ao su-
bespaco E, satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Demonstragao. Seja (uy,)nen uma sequéncia qualquer em E tal que ¢(uy,)
0 ceRe ¢ (uy) 2% 0. Para n € N suficientemente grande, temos,

por (f2), que

¢+ 1+ flunl = o(un) +

Como g > 2, isto significa que (up)neny é uma sequéncia limitada em FE.
Passando a uma subsequéncia, se necessdrio, podemos supor sem perda de

generalidade que u,, — u € F.
n—oo ~ .
Para provar que u,, —— u em FE ao longo de alguma subsequéncia,

comecamos escrevendo
lun = wl® = ||un||* ~ 2/ (V- Vu+ b(|2 Junu) de + |Jul|?
Q

= <gp/(un),un — U> - <gp/(u),un - u>
[ tothed ) = o] ) = )

31



2.1.1 Existéncia de uma solucao nao-trivial

para cada n € N. Temos que

o [t — ul| =0,

6 vt = )| < )
pois ¢’ () =22 0 € (tn)nen ¢ limitada, e que (¢ (u), u, — u) —— 0 pela
convergeéncia fraca u, — u. Nos resta mostrar que a integral acima também
tende a zero quando n tende a infinito.

Colocando u(z) = 0 sempre que |z| < p e para cada u € E, obtemos
uma imersdo continua de E em H'(RY). Pelo Coroldrio 1 da Proposicdo
1.3, HY(RY) estd imerso compactamente em LP(RY) para 2 < p < 2%,
Concluimos que E — LP(§2) compactamente para 2 < p < 2*. Assim, segue
pelo Lema B.2 e pela Desigualdade de Holder que, dado € > 0,

‘/Q(g“xl un) = g(J] )y, — ) da

< e [ Qunl e+ A4 [ (unl* + al*) Jan — ] s
Q Q

< elllunll 2oy + Il p2())?

o Alunll o1y + Il go10) om =l o1

onde A = (s + 1)A(e/2). Como (up)nen € limitada em E e E estd imerso
continuamente em LP({2) para 2 < p < 2%, concluimos que os termos

(lunllp2gqy + 1l p2@)? e Allunllzsro) + lullzsoy)

na expressao acima estao limitados superiormente independentemente de
n € N para cada ¢ > 0 fixado arbitrariamente. E como a imersao FE —
L*+1(Q) é compacta, passando-se a uma subsequéncia, se necessario, e le-
vando em conta o Teorema A.1, podemos supor que ||u, — u|]Ls+1(Q) LA

0. Com isto concluimos que

/ (9(12] , n) — g(J2] 1)) (1 — ) diz 222 0,
Q

completando a demonstracao da verificacao da condigao de Palais-Smale
para o funcional cp‘ 5 [ |

Observagao. Notemos que a conclusao do Lema 2.2 também é vélida se
é substituido por qualquer subespaco F' de X tal que a imersao F' — LP({2)
seja compacta para 2 < p < 2%,

Combinando-se os Lemas 2.1 e 2.3, segue pelo Teorema do Passo da
Montanha de Ambrosetti & Rabinowitz (Teorema B.1) que

=c' = inf t
c=c"(p,0) inf max ©(y(t))
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2.1.2 A variedade de Nehari

¢ um valor critico de <p| > onde

r :F+(p, o)
={y e (0,1}, E); v(0) =0, 7(1) ¢ B(0,0) e ¢(y(1)) <0}

Como ¢ > 0, qualquer ponto critico u € E associado a ¢ é nao-nulo, ou
seja, é uma solucao fraca nao-trivial do problema (2.3). E pelo Principio
da Criticalidade Simétrica (conferir o Corolario do Teorema 3.3), qualquer
ponto critico u € E de gp|E ¢é ponto critico de ¢ : X — R.

Agora que temos uma solugao nao-trivial para o problema (2.3), nosso
objetivo é mostrar que podemos supor que ela seja positiva. Mais especifi-
camente, provaremos que existe uma solucao positiva cuja energia também
é c. Primeiramente precisamos descrever o valor critico ¢ como o infimo de
 sobre uma certa variedade, conhecida como variedade de Nehari.

2.1.2 A variedade de Nehari

Definamos

N =NT(p,0) :={ue E; (¢ (u),u) =0}.

Esse conjunto, que é homeomorfo & esfera unitaria ||u|| = 1 de E, é conhecido
como variedade de Nehari.
Nesta subsecao mostramos que

A= \T = inf
(p,0) ulgth(U)

¢ finito e vale A = ¢. Este fato serd usado na proxima subsecao para mostrar
que (2.3) possui solugoes positivas e, portanto, (2.2) também possui solugoes
positivas. Comegamos estabelecendo o homeomorfismo entre A e a esfera
unitaria ||u|| = 1 de E mencionado pouco acima. A prova ¢ dividida nos
dois lemas a seguir.

Lema 2.3. Para cada v € E — {0}, existe um dunico t(u) > 0 tal que
t(uw)u € N. O mdzimo de o(tu), t € [0,00), existe e é atingido apenas em
t=t(u).

Demonstracao. Fixemos arbitrariamente u € E' — {0} e definamos
hy :[0,00) — R
t — p(tu).

Temos
b, (t) = (¢ (tu),u) = % (¢ (tu),tu) , t>0,

pela Regra da Cadeia. Portanto tu € N se, e somente se hl,(t) = 0. Temos
ainda que h,(0) = ¢(0) = 0, a demonstragao do item (b) do Lema 2.1 nos
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2.1.2 A variedade de Nehari

permite concluir que h,(t) > 0 para ¢t > 0 suficientemente pequeno e o item
(c) do mesmo lema nos diz que h,(t) < 0 para ¢t > 0 suficientemente grande.
Como h, é continua, isso significa que h, atinge um méximo absoluto em
um ponto t(u) > 0, em que hl,(t(u)) = 0 e, portanto, t(u)u € N. Por outro
lado,

<g0'(tu),u> =1 ||uH2 — / g(|z|, tu(x))u(z)dz, te€]0,00),
Q
hy(0) =0e 0 ¢ N. Dai tu € N se, e somente se
Jull = 3 [ gt tuta)yute) de. (27

Agora, sendo Q = {z € Q;u(z) # 0}, temos que

2 [ stial tutoputey s = 3 [ AL o g

tJo  tu(x)

é estritamente crescente em ¢ > 0 pela hipétese (f5), pois |2 > 0, do
contrario seria u = 0. Portanto a igualdade em (2.7) ocorre para no maximo
um valor de t > 0. Isto completa a prova de que t(u) é o tnico nimero
positivo tal que t(u)u € N e, além disso,

e p(tu) = p(t(u)u),

completando a demonstracao. |

Lema 2.4. A aplicacio u — t(u) € (0,00), u € E—{0}, dada pelo Lema 2.3,
é continua; consequentemente, u — t(u)u, ||ul| =1, € um homeomorfismo
entre a esfera unitdaria de E e N.

Demonstracao. (I) Seja (u,)nen uma sequéncia qualquer em F — {0} con-
vergente a u € E — {0}. Sendo uma sequéncia convergente, (up)nen €
limitada em E. Por (2.7), (f2) e pelo Lema B.3, temos que

ol = Gz | el ) ) (o)

7
> gy, Gl tum)un(e))
i
> W/Q <C1 [t(wn )up (2)|* — Cy |t(un)un(:c)|2> da

> 1 (t(un))2 /Q fun (@) dx — pCo(C(2))? [fun?
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2.1.2 A variedade de Nehari

portanto
(t(un))*2C) / fun(@)|" dz < Ca un|® . n €N, (2.8)
Q

onde N B

Cy = MCl >0 e (Oy= (1 +MCQ(C(2))2) > 0.
Notemos que, como t(u,) > 0, a estimativa (2.8) nos permite concluir que
u, € LM(Q) para cada n € N. Assim podemos denotar a integral nessa
estimativa por |lu,||%,.. Supomos, por enquanto, a afirmagéo a seguir.

Afirmagao 1. Eziste ey > 0 tal que ||uy||, > € para cada n € N.
Segue, entao, por (2.8), que
(ton)? < 2, meN.
€0C1
Como p > 2 e (up)nen ¢ limitada em FE, essa desigualdade nos permite
concluir que (t(uy))nen € limitada superiormente, digamos, por Tp.

(IT) Consideremos uma subsequéncia qualquer de (uy,)nen €, por simpli-
cidade de notacao, a denotemos por (uy, )pen também. Como t(u,) > 0 para
todo n € N, (t(uy))nen € limitada inferiormente também. Combinando com
o que fizemos em (I) e passando a uma subsequéncia, se necessario, agora
podemos supor que (¢(uy,))nen converge para um certo ty € R. Suponhamos,
para o momento, que a afirmacao a seguir seja verdadeira.

Afirmacgao 2. ty > 0.

Notemos que u, —— u em L*(Q) e em L*T1(Q) devido & imersao
continua de F em cada um desses espacos. Consequentemente, passando a
uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que u, () —— u(z) para
quase todo ponto z € Q e que existem hy € L?(Q2) e hyy1 € L*T1(Q) tais que
lun ()| < ha(z) e |up(x)| < hsy1(x) para quase todo ponto z € Q, n € N.
Segue que

900t un (@) (2)] < 26(u) (@) + ALY (s + D)(E ()" fun ()]
< 2Ty (ha (@) + A(1)(s + VT3 (s ()"

para todo n € N e para quase todo ponto = € €. Aplicando o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue a (2.7) obtemos

lull* = lim [fu |
n—oo

=1
n00 £(tun)

/ (1] (i () Y ()
Q

1 .
= oo | (gl i (@)un () d

:%/Qg(]x],tou(x))u(x) dz.
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2.1.2 A variedade de Nehari

n—00

Portanto ¢ty = t(u), logo, de fato, t(u,) —— t(u).

(ITI) Resumindo, em (II) provamos que qualquer subsequéncia da se-
quéncia dada (t(uy,))nen possui uma subsequéncia convergente a t(u). Con-
sequentemente, a sequéncia original (¢(uy,))nen j4 deve ser convergente a
t(u). Isto prova a continuidade da aplicagao u +— t(u), u € E — {0}, definida
pelo Lema 2.3.

Dessa forma também garantimos a continuidade de u — t(u)u, ||ul| =
1. Como esta é simplesmente a inversa da retracao u — u/||ul|, u € N,
concluimos que se trata de um homeomorfismo entre a esfera unitéria |ju|| =
1 de E e a variedade de Nehari N. A verificacdo das Afirmacoes 1 e 2 logo
abaixo completam a demonstracao do Lema 2.4. |

Verificacao da Afirmacgao 1. Suponhamos, ao contrario, que nao exista

um tal g > 0. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor
1 n—oo . n—oo m .
que |uy |y, —— 0, ou seja, que u,, —— 0 em L*(Q2). Assim, passando

novamente a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que

un,(z) =% 0 para quase todo ponto x € Q. (2.9)

Por outro lado, u, ~——> u € E — {0} C L?(Q) em L?*(Q). Dai, passando a
uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que

un(2) 2=2% u(z) para quase todo ponto x € Q. (2.10)

Combinando (2.9) e (2.10) concluimos que u(z) = 0 para quase todo ponto
x € Q e, assim, que u = 0 em E. Mas isso é uma contradi¢ao com a hipdtese
de que u € E — {0} e, portanto, u # 0. ¢

Verificagao da Afirmacao 2. Pelo Lema B.2, existe A = A(ap/4) > 0 tal
que

l9(|z], un(2))] < (a0/2) [un(2)| + (s + D Afun(2)|”, = €.

Por (2.7), temos que

lunl* = ‘t(in) /Q ol2] £ Yuim ()Yt ()
< @/Q <t(un)(a0/2)’un(x)P+(t(un))s(s—i-1)A‘un(1‘)’8+1> de

1 ~
< 5 llunll® + () C lun |, n €N,
onde Cs = (s 4+ 1)A(C(s +1))**! > 0. Portanto
(t(un))* ™" = (2C5) M lua| '™, nEN.

Como s > 1 e (up)nen ¢ limitada em E, isso significa que (t(up))nen estd
limitada inferiormente por uma constante positiva. Segue que o limite tg de
t(un) quando n tende a infinito é maior que 0. ¢
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2.1.2 A variedade de Nehari

Além de ser homeomorfa a esfera unitaria de F, a variedade de Nehari
esta longe da origem. Mais precisamente, temos que

STl weN,

Jul? = \ [ ustlsl o
Q

para alguma constante C' > 0 obtida via estimativas no Lema B.2 e imersoes
de Sobolev. Como s > 1, isso quer dizer que

Jul| = (1/C)VED >0, weN.
Motivados pelos Lemas 2.3 e 2.4, definimos

d=dt ‘= inf tu) .
(p,0) == _ind {O}Iglggtp( u)

Lema 2.5. A\ (p,0) = ¢t (p,0) = d*(p,0).

Demonstragao. (A = d) Pelo Lema 2.3, fica claro que A < d, pois os
méximos na definicao de d sempre ocorrem em pontos de N. Reciproca-
mente, d < A. Com efeito, dado u € N, temos que

p(u) = max o(tu)

(¢ < d) Para cada u € E — {0}, temos que ¢(tu) < 0 para t > 0
suficientemente grande pelo Lema 2.1. Fixemos arbitrariamente tq > 0
suficientemente grande para que isso ocorra e seja, também, ||tou| > ro.
Sejay € C([0,1], E) tal que y(0) = 0, y(1) = tou e sua imagem é o segmento
de reta unindo estes dois pontos. Entao v € I" e

max p(tu) = max p(v(s))-

Concluimos que ¢ < d.

(¢ = A) A idéia é mostrar qua cada caminho v € T" deve cruzar a varie-
dade de Nehari. Nesse caso, temos

max e(1(t)) 2 inf o(u), yeT,
de onde segue que ¢ > .

Dada u € E\{0} qualquer, temos que h,(0) = 0 e hl,(t) > 0,0 <t <
t(u), onde h, ¢é definida como na demonstracdo do Lema 2.3. Portanto
hy(t) = @(tu) >0, 0 <t < t(u).

Agora suponhamos, ao contréario, que exista uma v € I' que nao cruza
a variedade de Nehari, ou seja, tal que v(s) ¢ N para cada s € [0,1]. Po-
demos supor, sem perda de generalidade, que v(s) # 0 para cada s € (0, 1].
Pela definigao de I', temos que ¢(y(1)) < 0. Por outro lado, #(v(s)) # 1
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2.1.3 Existéncia de uma solugao positiva

para cada s € (0,1] e t(v(s)) > 1 para s > 0 suficientemente pequeno pois,
como observado antes do enunciado do lema, o complementar da variedade
de Nehari contém uma bola de centro na origem e raio positivo. Por con-
tinuidade, concluimos que ¢(y(s)) > 1 para cada s € (0,1]. Segue pelo
pardgrafo anterior que ¢(y(1)) > 0, uma contradigao. Portanto cada v € T’
deve cruzar a variedade de Nehari. |

Em particular, A é um valor critico nao-trivial de .

2.1.3 Existéncia de uma solucao positiva

Com o préximo lema obteremos uma solugao nao-negativa para (2.3). U-
sando um principio de maximo, mostraremos que essa solucao é, de fato,
positiva.

Lema 2.6. Se ug € N e p(ug) = A, entdo ug é um ponto critico de .

Demonstragao. Suponhamos que sejam ug € N e p(ug) = A mas ¢’ (ug) #
0. Pela continuidade de ¢’, existem §,7 > 0 tais que

lu—uol <45 = ¢/ (u)]

AR
Diminuindo 6 > 0, se necesséario, podemos supor que 0 ¢ B(ug,4d). To-

memos I = ¢, S = B(up,20), ¢ = XA e € = min{\/2,6r/8} no Lema B.9.
Entao

u € @ ([N — 2¢, A+ 2¢]) N B(ug, 46) = Hgo'(u)|

o =T = 8/0,
logo existe um homeomorfismo n € C(FE, E) tal que

(2) (u) = u sempre que u ¢ ¢~ (A — 26, A + 2¢]) N Blug, 39) .

(b) n( " N B(ug,26)) C ¢ ¢,

(e) ¢(n(u)) < ¢(u) para todo u € E.

Pelo Lema 2.3, p(tug) < A para todo t > 0 e p(tug) = A se, e somente
se t = 1. Assim, sendo € € (0,1) tal que tuy € B(ug,20) sempre que
te(l1—-6,14+0), temos que

@(tu0)<)‘7 t€[071_0]u[1+6700)

Mas o item (c¢) do Lema 2.1 garante que existe ¢ty > 0 tal que p(tug) < 0
para todo t > tg. Aumentando ¢y > 0, se necessario, podemos supor que
ltowo|| = 70, onde ¢ é dado pelo mesmo lema. Consequentemente

tug) = tug) , tug) p < A. 2.11
‘trflﬁ’;ﬂ( o) maX{ter[ggxe]tﬂ( u) tefflféfto}@( uO)} (2.11)
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2.1.3 Existéncia de uma solugao positiva

Além disso, p(n(tug)) < A — e sempre que tug € B(up,20) em virtude de
(b). Combinando este fato com (2.11) e (e) concluimos que

max e(n(tug)) < A=c. (2.12)

Agora consideremos a curva (continua) v : [0,1] — E definida por v(s) =

n(stouo), s € [0,1]. Por (a), v € I'. Com efeito, v(0) = n(0) = 0, v(1) =

n(toug) = toup ¢ B(0,70) e o(7(1)) = ¢(toug) < 0. Segue da definigao de ¢
e de p(n(tug)) = p(tug) < 0 para todo t > ty que

max o(n(tug)) = e (v(s)) = ¢,

uma contradigdo com (2.12). Portanto devemos ter ¢(ug) = 0. [

Seja v € N um ponto critico qualquer de ¢ com valor critico A. Seja
u = |v|. Sabemos que u € HE (), com suas derivadas fracas sendo dadas
por

ou

%j(x (2.13)

(
) = 0, sev(z) =
(

para quase todo z € Q, 7 = 1,..., N (conferir [12, Lemma 7.6, pag. 152]).
E imediato da definicao que u é radial e temos

/Q<|Vu|2—{—b(|x|)u2> dm:/ﬂ<|vv|2+b(|x|)v2> dir < o0

em virtude de (2.13). Portanto v € E. Como g¢(r,&) ¢ impar e G(r,§) é par
em & € R para cada r > 0, segue que

1

o(w) = 5 /Q (IVol? + bllal)v? = 2G(Ja] ,v)) do = p(v) = A.

Analogamente,

(¢ (u), u) = ||v||2—/ﬂlv|9(|x|,|v|)dw

= Jlo)? /Q vg(le],v) de

= <Q0/(v)’ v>
ou seja, u € N. Segue pelo Lema 2.6 que u é uma solugao fraca radial e

nao-negativa de (2.3) e, portanto, de (2.2).
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2.1.4 Sumadrio de resultados

Na verdade, u é uma solugdo classica (de classe C2) radial do problema
(2.2) pela Teoria de Regularidade na Subsegao 2.5.2. Notemos ainda que

—Au(e) + b(|z)u(z) = f(le] ,u() >0, ze€Q.

Assim, quaisquer que sejam p’, 0’ com p < p' < ¢’ < o temos que u(z) > 0
para todo = € Q(p/,0’) pelo Principio do Méximo (conferir [8, Theorem
4, § 6.4, pag. 333]). Concluimos que u é uma solucao classica positiva do
problema (2.2).

2.1.4 Sumario de resultados

Uma solugao negativa (classica e radial) para o problema (2.2) pode ser
obtida de modo inteiramente andlogo usando-se a fun¢ao

g  :[0,00) xR — R

() —f(r,—u), seuz=0
' u <0

e estudando-se o problema correspondente

—Au+b(lz)u = g (|z|,u
(ohu = g~(al.w) o1
u € HQ).
Obtemos um funcional ¢~ (p,o) : E — R de classe C'* e cujos pontos criticos
sao solugoes fracas do problema (2.14). Em seguida, definimos a variedade
de Nehari N~ (p,0) da mesma maneira e mostramos que

A(pyo) = A}f}fw)(ﬂf (p,0))(u) >0

estd bem definido e é um valor critico nao-trivial de ¢~ (p,0) ao qual estd
associada uma solugao cldssica negativa de (2.14). Esta é, de fato, uma
solugao classica radial e negativa do problema (2.2).

Resumimos na proposigao a seguir o que foi provado nesta secao.

Proposicao 2.1. Se valem (by) e (f1)—(f5), entao, para cada p,o, 0 < p <
o < 0o, existem uma solugdo (cldssica) radial e positiva ut = u™(p,o) do
problema (2.2) tal que ot (u™) = AT (p,0) e uma solugdo (cldssica) radial e
negativa u~ = u~ (p,0) do mesmo problema tal que p(u™) = A" (p,0).

Se p =0 e 0 = o0, entdo as solugoes (classicas) radiais e que nao trocam de
sinal uac do Teorema 2.1 sao dadas diretamente pela Proposicao 2.1. Para
construir as solugoes com um ou mais nds, precisamos primeiro estabelecer
algumas propriedades das energias A\*(p, o).
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2.2 Propriedades qualitativas de A\*(p, o)

2.2 Propriedades qualitativas de \*(p, o)

Agora estudamos a dependéncia dos valores criticos A*(p, o) com respeito
a (p,0). As Proposigoes 2.2 e 2.3 serao essenciais para provarmos que o
candidato a solugao de (2.1) com o qual trabalhamos na préxima segao esta
bem definido.

O argumento desenvolvido seria, em esséncia, o mesmo para AT ou A\™.
Sendo assim, escrevemos apenas A, assim como ¢ para g~ ou g~, o para @
ou ¢, e assim por diante.

Proposicao 2.2. Se estao satisfeitos (by) e (f1)—(f5), entao os valores cri-
ticos N(p,0), 0 < p < o < 00, de ¢ satisfazem

(a) Se0< p<p <o <o <o, entao A(p,0) < Ap',0');
(b) A(p,0) — o0 quando (o — p) — 0;
(c) A(p,00) — o0 quando p — co.

Demonstragao. (a) Observe que, neste caso, H}(Q(p',0")) € HL(Q(p, o)),
de modo que N (p',0’) pode ser visto como um subconjunto de N (p,o).
Sendo assim,

Ap,0) = inf < inf =Xy, 0'),
(p, o) ue}vn(pm@(“) uej\lf?p/,oq“"(“) (' 0)

provando a afirmacao no item (a).
(b) Para cada u € N(p, o), temos

(¢! (), u) = [Ju]]® - / ol uudz = 0

Q(p,0)

pela definicao de variedade de Nehari. Segue por (f2) que

1 9 1/ (1 1> 9
o(u) = = |lu||” — — g(lz|,w)uder = = — — | ||u 2.15
(w) 2 5 [lul i o) (lz], u) > [l (2.15)

para cada u € N(p, o).
Por outro lado, pelo Lema B.2, pela desigualdade de Hélder e por (2.4),
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2.2 Propriedades qualitativas de A\*(p, o)

para cada u € N(p, o) obtemos

2
= || gllal wuds
Qp,0)
< a0 ]u\z dx —i—ag/ \u!SH dx
2 Jap.o) Q(p.0)
) ) thl 1_5;1
<z HUH2 + ag ]u\Q dx . 1dz
2
Q(p7o) Q(p’g)
1 2 1 54l
= Ll + a3 [l g (0 — 0 F

1 _s+1
<5 Il + aglul "+ (¥ = p¥)1

onde as, as, as sao constantes positivas apropriadas.! Portanto
HUHS_1 > (o — PN)71+S;1/(2a4) , ueN(p,o). (2.16)

Como s > 1 e s+ 1 < 2% segue por (2.16) que |ju|| — oo quando
u € N(p,o) e (0 —p) — 0. E como u > 2, segue, entdo, por (2.15) que
o(u) — oo quando u € N(p,0) e (¢ — p) — 0. Em particular,

Ap,0) = ue/i\?(i ” o(u) - 00 quando (o —p)—0.

(c) Pelo item (a) da Proposigao 1.3, temos que

—1/4 _
]l oo ooy < €(N)ag VAP lull , u e N(p,00) .

Segue que

[P<% [ lPdota [ jurtde
Q(p,00) Q(p,00)

< 5 lull? + az a2 gm0y ()2 [y~

< 5 llul® + as Jlul* pU =02 g

N = N

para cada u € N(p, o), onde podemos tomar as = a2C(2)(c(N))*~t. Con-
cluimos que
lull > (1/(2a5))p™ V72w e N(p,00),

de modo que ||u|]| == co. O item (c) segue da combinacao deste fato com
(2.15), o que completa a demonstragao da Proposigao 2.2. |

'Escolhas naturais sio dadas pelos célculos acima por az = (s + 1)A(ao/4), com
A(ap/4) > 0 dada pelo Lema B.2, az = a2(wn/N)'~CHD/2" onde wy > 0 6 a drea
da esfera unitaria de R, e aa = a3(C(2*))* ™, onde C(2%) > 0 é dada por (2.4).
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2.2 Propriedades qualitativas de A\*(p, o)

Os dois lemas a seguir contém os detalhes técnicos da demonstracao da
Proposigao 2.3.

Lema 2.7. Sejam o, aq, a9, s, ... numeros reais. Entdo

a < liminf o,
n—od

se, e somente se, toda subsequéncia (om, )ken de (on)neN possui uma sub-

sequéncia (o, )ien tal que

a < liminf o, .
l—00 l

Demonstracao. (=) Para toda subsequéncia (ay, )ren de (ap)nen temos

liminf o, > liminfog > .
l—o0 l—o0

(<) Suponhamos, ao contrario, que seja

a > liminf o, .
n—oo

Entao existem um ¢y > 0 e uma subsequéncia (ap, )ken de (o )nen tais que
ap, < o — €g para todo k € N. Assim, temos

liminf oy, <a—¢ <a,
l—o00 l

qualquer que seja a subsequéncia (Oénkl)leN de (am, )ken, 0 que é uma con-
tradicao. |

Em virtude disso, quando formos demonstrar a desigualdade (2.18), pode-
remos passar a subsequéncias sempre que for conveniente e sem perda de
generalidade.

Lema 2.8. Sejam 0 < p < 0 < 00 € (Up)nen uma sequéncia de solugoes fra-
cas de (2.2) em E(p,0). Se (up)nen converge fracamente para u € E(p, o),
entdo u € uma solugao fraca de (2.2).

Como p e o estarao fixos por toda a demonstragao, iremos escrever apenas
E, Q, etc ao invés de E(p, o), Q(p, o), etc, como temos feito sempre que nao
hé perigo de confusao.

Demonstracao. Pela definicao de solucao fraca, temos que
/ (Vv - Vuy, + b(|z))vu, —vg(|z|,uy)) de =0, veCF(Q), neN,
Q
e precisamos mostrar que

/Q (Vo - Vu+b(|z))vu —vg(|z],u)) de =0, ve CF(Q).
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2.2 Propriedades qualitativas de A\*(p, o)

Pela convergéncia fraca na hipdtese, obtemos, imediatamente,

/ (Vv - Vu, + b(|z|)vuy,) de =22 [ (Vo - Vu+ b(|z])vu) da
Q Q

para cada v € C2°(Q2). Nos resta, portanto, provar que

/ vg(|z|, up) de == / vg(lz|,u)dx, veCr(Q), (2.17)
Q Q

o que fazemos usando o Teorema da Convergéncia Dominada.

Fixemos arbitrariamente v € C°(f2). Entao existem p’,0’ com p <
P <o <oeo < ootais que v(z) = 0 para cada = ¢ Q(p',0’) = Q.
Devido & imersdo compacta de E em L*T1(Q) (Teorema A.3), passando a
uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que u, () ——— u(x) para
quase todo x € ' e que existe uma h € LTH(Q') tal que |u,(z)| < h(x)
para quase todo € €, para todo n € N. Segue que g(|z|,u,(z)) “—
g(Jz|,u(z)) para quase todo z € €, pois g é continua. Por outro lado, sendo
K, > 0 uma cota superior para v e A = (s + 1)A(1/2) dada pelo Lema B.2,
temos que

[o(@)g(|], un(2))] < Koflun(2)] + A lun(2)°] < Ky[h(z) + A(h(2))°],

para quase todo x € €', para todon € N. Como h € LP(Q), 1 <p<s+1,
pois € é limitado, segue que

/ og(l2] ) do = / vg(lz]  wn) da
Q Q/

"= [ vgllal w)ds = [ va(jel u)da,
/ Q

o que completa a demonstracao do lema. |
Proposigao 2.3. Sob as mesmas hipoteses da Proposicao 2.2, temos que

(a) (p,o) — Ap,o) € semicontinua inferiormente com respeito a (p,o)
emO0<p<o<ooe

(b) p +— A(p,00) € semicontinua inferiormente com respeito a p em 0 <
p<o0.

Demonstragao. (a) Precisamos mostrar que, dados (p,0) e ((pn,0n))neN
n—oo

em {(p/,0') € R?; 0 < p/ < o'} com (pn,0,) —— (p,0), temos que

A(p, o) < liminf X(pp, 0p) - (2.18)

Recordemos que, para cada n € N, existe uma solu¢ao fraca u, € N (pn,0n)
de (2.2) em Q(pp,0n) tal que p(un) = A(pn, o) pela Proposigao 2.1.
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2.2 Propriedades qualitativas de A\*(p, o)

1. Temos que u, € E(pn,0n), n € N, e a natureza arbitraria de
((pn,on))neny nao nos déa nenhuma relagdo imediata entre estes espagos.
Nosso primeiro objetivo deve ser, portanto, encontrar um espaco adequado
para trabalharmos com essas fungoes. Sejam

po=inf p, e og=supo,.
neN neN
Temos que py < pp < 0y < 0g, n € N. Assim, como foi feito na demons-
tragao do item (a) da Proposicao 2.2, podemos considerar que E(p,o) C
E(po,a0) e N(p,0) € N(po,00).

2. Em virtude de (2.15), temos que gp{N é coercivo. Além disso, a
sequéncia (@(up))nen = (A(pn,on))nen é limitada devido ao item (a) da
Proposicao 2.2. Com efeito, se 0 < € < (6 — p)/2 e n € N é suficientemente
grande, entdo p, < p+e€ < 0 —€ < 0, e, consequentemente, @(u,) =
A pn,on) < A(p+€,0 —¢€). Concluimos que (up)nen ¢ limitada. Passando
a uma subsequéncia, se necessirio, podemos supor que (up)nen converge
fracamente para alguma u € E(pg,00). Mostraremos que

o(u) < liminf A(py,, o) = liminf p(uy,)
n—oo n—oo

e, em seguida, que u € N(p, o). Assim, teremos

Ap,0) = 6/1\;1(5 ” p(v) < plu) < liminf A(p, on)

o que completa a demonstracao.
3. Por um lado,
lu|| < liminf ||u,||
n—od

devido & convergéncia fraca, logo
1 2
= / <]Vu\2 + b(\x!)uQ) dx = Jlull®
2 Jo(po.00) 2

1
< liminf — / <|Vun|2 + b(|x|)ui> dx
2 Japo,00)

n—00

2
[[un |

= lim inf
n—oo

4. Por outro lado, a aplicagao
v [ Gllal.v)de, ve Epnon),
Q(po,00)

é fracamente continua (veja Proposigao B.3), logo

/ G| up) da ﬂ/ G| u) da.
Q(po,00)

Q(po,00)
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2.2 Propriedades qualitativas de A\*(p, o)

5. Combinando o que foi obtido em 3. e 4., vem

2
[[u]

o) =15~ [ Gljal ) da
Q(po,00)

2
<liminf 142l i / G(lz], un) do
2 (po,00)

2
< liminf (CA —/ G(|z|,uy) dx
e 2 Q(po,o0)
= )‘(pna Un) :

6. Por 5. e pelo que foi observado em 2., estd faltando apenas mostrarmos
que u € N(p,0). Como p > 0, u, u,, sdo continuas pelo Teorema 1.3, n € N.
Como E(pg,0q) estd imerso compactamente em L*+1(Q(pg, 0p)), passando
a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que uy,(z) 4/, u(x)
para quase todo x € Q(pg,00). Em particular, u(x) = 0 para quase todo
x € Q(po,00)\Q(p, o), de onde segue por continuidade que, de fato, u(zr) =
0 para todo = € Q(pg,00)\Q(p,0). Em particular, u(z) = 0 para todo
r € 0Qp,0). Como u € H' (Q(p,0)) e IQ(p,0) é compacta e de classe
C*, conclufmos pelo Teorema do Traco [8, § 5.5, Theorem 2, pag. 259] que
u € HY(Q(p,0)).

Agora, dado € > 0 qualquer, se n € N ¢ suficientemente grande, temos
pn<pteeoc—e<o, Quando e < (o — p)/2, isto quer dizer que u,, é
solucao fraca de

—Au+b(|el)u? = g(|z| , u) (2.19)

em Q(p+ €,0 —€). Segue pelo Lema 2.8 que u é solucao fraca e, portanto,
classica da equagao acima em Q(p+¢,0 —€), 0 < e < (6 — p)/2. Mas entao
u é solugao classica da equagao acima em Q(p, o), logo é solugao fraca.

Para termos u € N(p,o) basta, agora, que tenhamos u # 0, o que
completa a prova do item (a) da Proposigao 2.3. Ora, como u,, € N (pg, 00)
para cada n € N, temos

-~ 2 2
T 21 2o oy < N

/ tng(|2] , ) d
Qpo,00

<Oy ||quS+1(Q(P07UO)) » meN,

para certas constantes C'j,Cy > 0 obtidas via Lema B.2, desigualdade de
Holder e imersdes de Sobolev (veja cdlculos na prova do item (b) da Pro-
posigao 2.2). Consequentemente,

c, 1/(s—1)
|’un”LS+1(Q(p0,Uo)) = (6_2> >0, neN. (2.20)
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2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

Por outro lado, passando-se novamente a uma subsequéncia, se necessario,
d - n—oo 8+1 Q . d ~ .
podemos supor que u,, —— u em L7 (Q(pg, 0p)) por meio da convergéncia
fraca u, — u e da imersdo compacta E(pg,00) — L51(Q(po,00)). Subs-

tituindo em (2.20), obtemos

el Lot (oo 00)) = J02 nll o4 (0p0,007) > 0

de onde concluimos que u # 0.
(b) A demonstragao do item (b) é andloga & do item (a). 1. Definimos

= 1 f
po = inf p,

como antes e consideramos a sequéncia (uy)nen N0 espago E(pg,00). 2.
Passando-se a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que u, — u
para alguma u € E(pg,00) e basta mostrarmos que

o(u) < liminf p(uy,) (2.21)
n—oo
e u € N(pg,). 3.-5. Pela convergéncia fraca u, — u e pela Proposi¢ao
B.3, obtemos (2.21).

6. Como u € H*(Q(p,00)) e 9Q(p, 00) é compacta e de classe C*, segue
exatamente como no primeiro pardgrafo de 6. do item (a) desta demons-
tragao que u € H}(p,0).

Adaptando o argumento no segundo pardgrafo de 6. do item (a), con-
cluimos que u é solucao fraca e, portanto, classica de (2.19) em Q(p+ €, M)
sempre que 0 < € < M. Concluimos que u é solucao classica e, portanto,
fraca de (2.19) em (p,00). Mostramos analogamente que u # 0. Em
particular, u € N (p, 00). [ |

2.3 Existéncia de solugoes nodais em RY

Nesta se¢ao, provamos o Teorema 2.1, objetivo central do capitulo. Recor-
demos que nao precisamos mais nos preocupar com as solugdes com zero
noés—solucoes estritamente positivas ou estritamente negativas—em virtude
da Proposicao 2.1. Fixado arbitrariamente k € N, iremos construir uma
solucao u;: de (2.1) tendo exatamente k nés e com u;: (0) > 0. Uma solucao
u,, com exatamente k nds e com u, (0) < 0 pode ser construida de maneira
andaloga.
Para cada j € NU {0}, denotamos

4+, sejépar
€ =
J —, sej éimpar,
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2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

colocamos pg = py = 0, pr41 = Pjy1 = 00 e definimos

k

A (pry-spr) =D A (pspj1) s (pro---pk) € Nie,
i=0

onde Ni, = {(p1,...,pr) ERF; 0 < p; < -+ < pp < o0}. Por simplicidade
de notagao, escrevemos (p1,...,pr) = p até o final da demonstracao do
Lema 2.9.

Lema 2.9. Euxiste (py,...,p;) € Ny tal que

APy, .., pp) = inf AT(p1,...,pk).
PENY
Demonstragao. A idéia é aplicar a Proposicao A.2. Pelas Proposigoes 2.3
e A.1, j4 sabemos que p — AT (p), p € Ny, define uma funcao semicontinua
inferiormente e nos resta, portanto, encontrar um compacto no qual procurar
o minimo de AT,

Seja M > 0 um valor qualquer atingido por A*. Pela Proposicao 2.2,
existem K, e > 0 tais que se pp > K ou (pjy1 — pj) < € para algum j €
{0,1,...,k — 1}, entao A*(p) > 2M. Diminuindo ¢ > 0, se necessério,
podemos supor que ke < K. Logo o minimo de AT, caso exista, estd no
conjunto nao-vazio, fechado e limitado (compacto)

Ne={p€ Ni; ppr < Ke(pjt1—pj)2e¢ j=0,1,....k—1}.
A Proposicao A.2 garante agora que existe (py,...,p;) € ]/\\fk tal que

AT Py, pp) = inf AT(p) < M.
PENY

Como At (p) > 0 para todo p € Ni, o infimo acima estd bem definido como
um nimero real. E como AT(p) > 2M sempre que p ¢ Ni, na verdade
(Py,---,Pp) ¢ um minimo absoluto de AT em Ng. [ |

Agora sejam u; € H&(Q(ﬁj,ﬁjJrl)) uma solucao radial de (2.1) tal que
09 (uj) = X9(pj, Pjp1)s § = 0,1,...,k (veja Proposigao 2.1). Definamos
u € HY(RY) por

(veja o Teorema A.4). Por construgao, u é radial, u(0) > 0 e u tem preci-
samente k nos. O restante da secao é dedicado a prova de que v também é
uma solucao classica em RY de

—Au+b(|z)u = f(|z|,u), (2.23)

0 que prova o Teorema 2.1.

48



2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

Como u € H! ,(RY), u é continua e existe u : [0,00) — R (continua)
tal que u(z) = u(|z|) para todo x € RY. Pela teoria de regularidade da
Subsecdo 2.5.2, u é de classe C? em Qpj,pj+1), 3 =0,1,...,k, logo u é de
classe C? em

U={r>0;r#p;, j=1,....k}.

Além disso, u satisfaz a forma polar
— (N7 = N () — b(r)T) (2.24)

da equagdo (2.23) em U, onde ' denota a diferenciacio com respeito a r.
Para provarmos que u ¢ solucao radial classica de (2.23) basta, portanto,
provarmos que 4 é solugao de classe C? de (2.24) em (0, c0).

Fixemos arbitrariamente j € {1,...,k}. Mostramos nos préximos dois
lemas que as derivadas laterais de u em p; existem. Para simplificar a
notagao, iremos escrever p = p;_1, 0 = pj € T = pj41. Também usaremos u
para denotar u, a menos que haja possibilidade de confusao com a funcao
definida em RY logo acima.

Lema 2.10. Se v : [a,b] — R € continua em |[a,b] e derivdvel em (a,b), e o
limite
Yl = lim ¢/(r)
r—at

existe, entao v € derivdvel a direita em a e

Yla+h) —¢(a)

R
Analogamente, se o limite
Plo= 1irg1_ Y (r)
existe, entdo v € derivdvel a esquerda em b e
/ BT w(b)_w(b_h) Y
vab) = o, h =V

Demonstracao. Para cada h € (0,b — a), existe &, € (a,a + h) tal que

h) — ot
R AR A=y

pelo Teorema do Valor Médio. A segunda conclusao do lema é provada de
modo anélogo. n

Lema 2.11. FExistem os limites e valem as igualdades

v’ = lim o/(r) = lim u(o) —ulo —h)
- r—o— h—0+ h )
i (0 +h) — u(0)
+ —u(o
— lim «/(r) = lim 27
e e (r) ho h



2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

Demonstragao. Como u é continua em [p, 7], se os limites existem, entao
as igualdades sao validas pelo Lema 2.10. Portanto basta mostrarmos que
os limites existem.

Fixando arbitrariamente r_ € (p,0), integrando ambos membros de
(2.24) de r_ ar € (p,0) e isolando u/(r) obtemos

ryflu’(r,) 1

u'(r) = NT1 ~ N /ri (f(s,u(s)) —b(s)u(s)) sN1gs.

Mas f, b, u sdo continuas em seus dominios por (by), (f1) e pela construcao de
u, logo a integral no membro direito da igualdade acima define uma funcao
continua de r em uma vizinhanga de o, por exemplo, em [r_,7]. Portanto
existe o limite

N—-1,1 o
ro T u(ro 1
lim u'(r) = T ) - T / (f(s,u(s)) — b(s)u(s)) sV Lds.
r—o g g r_
A existéncia do outro limite é provada analogamente. |

Afirmamos que, se u’_ = u/_, entao u é uma solucao de classe C? de (2.24)
em uma vizinhanga de 0. Com efeito, suponhamos que v’ = v/, = u/(0)
e seja ry € (0,7) qualquer. Igualando as expressoes obtidas para u’ e u/,
na demonstracao do Lema 2.11 e multiplicando ambos membros da equagao
obtida por V™1, obtemos

NN (ry) = N () - /7’+ (f(s,u(s)) — b(s)u(s)) sV tds. (2.25)

Assim,

V"N_lu'(r_) 1

' (r) = — NTT TN /ri (f(s,u(s)) —b(s)u(s)) sNlds, re (p, 7).

De fato, se r € (p, o], entao a igualdade acima é valida pelo argumento na
demonstragao do Lema 2.11 e, se r € (0, 7), entao a igualdade é valida pela
substituicdo de (2.25) em

,erlu/ r r
() = A ot | (sl = bs)uls) s ds.

T+

Conclufmos que u’ é de classe C! e u satisfaz (2.24) em (p, o).
O restante da secao é dedicado a prova da

= 7
Afirmacgao. v’ =/, .

Conforme o argumento acima, a verificacdo desta afirmacao completa a de-
monstracado do Teorema 2.1. A isso nos aplicamos.
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2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

Verificagao da Afirmacgao

Suponhamos, ao contrério, que v’ # wu/,. Para fixar idéias, suponhamos
também que u(r) = 0 em [p,o] e u(r) < 0 em [0, 7]. O caso em que u(r) <0
em [p,o] e u(r) > 0 em [0, 7] pode ser tratado de maneira andloga. Fixemos
arbitrariamente § > 0 tal que 0 < max{oc—p,7—c} edefinamosv : [p,7] — R
por

v(r):{ . s ) _u(r), se ]r:a\}é .
u(o —0) + =52 (u(c +6) —u(c —9)), se [r—o| <o

Temos que v é continua em [p, 7], v(oc — ) = u(c — &) > 0, v(oc +4) <0
e que existe um tnico oy = 0¢(d) € (¢ — 0,0 + J) tal que v(op) = 0. Uma
aplicacao do Teorema do Trago [8, § 5.5, Theorem 2, pag. 259] como na prova
da Proposicao 2.3 prova que v € FE(p, 0y), F(0g, 7). Pelo Lema 2.3, existem
a=a(d)>0eB=73(0) >0 tais que av € N (p,00) e fv € N~ (00,7T).

O préximo lema é um resultado técnico que serd usado posteriormente
para estimar uma das integrais em (2.28).

Lema 2.12. Se «, 3 sdo definidos como acima, entao

lim «(0) =1= lim S(J).

6—0t 6—0t

Demonstragao. Provamos que «(9) 320", 1 O outro limite & verificado
analogamente.

(I) De modo parecido com o que aconteceu na Proposicao 2.3, como «/(9)
¢ definido pensando-se em vs como um elemento de E(p,00(d)) e os og(0)
podem nao ser todos iguais, a primeira coisa de que precisamos é um espaco

adequado para trabalhar. Sejam u,vs : Q(p,7) — R dados por

B u(z), se x € Qp,o)
() { 0, sex € Q(p, 7)\Qp,0) ’

N v(x), sex e Qp,00(9))
hale) = { 0, se = € 2(p, )\ 2p, 00(6))

0 <0 < min{r — 0,0 — p} =: §y. Pela Teorema A.4, temos que u,v5 €
H}(Q(p, 7)), portanto 4,05 € E(p,7), 0 < § < §. Na verdade temos que

@ = [ (i [ gl ) o
p,T

= [ (19u + bfal) uf = ug(la] ) do
Q(p,0)

= <80/(u)7u>
0
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2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

e, analogamente, (¢'(«(8)0), a(d)v) = 0, ou seja,
u,a(d)vs € N(p,7), 0<d<dp. (2.26)

(IT) Para cada § € (0,0¢), temos pela Desigualdade Triangular que

1/2
I~ o) = ( / (1v8 - Vo5 + b(al) @ — %) dx)
Q(o—5,0+5)

1/2
< (/ (19l + b(l])u?) dac)
Q(o—6,0)
1/2
+ (/ <\Vv5]2 + b(]x])v(%) dw) )
Q(o—6,00(9))

Como x — |Vu(z)]* + b(|z])[u(x)]? é integravel em Q(p,0) e [Qc — 6,0)]
tende a zero quando § — 07, segue que

1/2
</ (\WF + b(!x!)uQ) dm) 20T g
Q(o—4,0)

Além disso,
/ (175l + bl )3 da
Q(o—6,00(9))
B /00@ u(o 4 0) —u(o — o) |?
o—0
§—07T

= b(r)[v5<r>12> PN dr
para cada d € (0,0p). Como o¢(d) —— o, b é continua por (by),

u(o+0) —u(oc —0) s—o+ u_ +uy
26 2

< 00

pelo Lema 2.11, e vs(r) < M para cada 6 € (0,dp), para cada r € (0 —
9,00(0)), onde M > 0 é qualquer cota superior para u em (p, o), o integrando
acima ¢é limitado independentemente de & > 0 suficientemente pequeno.
Portanto a integral correspondente tende a 0 quando § tende a 0, o que
termina de mostrar que ||@ — Us| — 0 quando § — 0.

(ITI) Agora basta usarmos a continuidade da aplicagao ¢ do Lema 2.4.

Com efeito, temos por (2.26) que «(d) = t(v(9)) Lindiy t(w). [ |

Sejam w : [p, 7] — R definida por

[ anlr), se p< oo
w(r) = { Bou(r), se o9 < p
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2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

Y(h) == /pT (% | + ?hQ — F(r, h)) N he E(p, 1),

a representacao polar de . Pela construcao de u como sendo uma fungao
que minimiza A", devemos ter

P(u) < Y(w). (2.27)

Recordemos a condigao de convexidade (f5). Temos que
0 1f(r,vh)
—(F h)) = -1 Y
gl VA) = 570

cresce com h > 0. Da mesma forma,

0
—(F(r,~Vh)) = — 12>~

(R, —VR))

também cresce com h > 0. Portanto h — F(r,vh) e h — F(r,—v/h) sao
convexas em h > 0, ou seja, o grafico de cada uma dessas funcoes esta
sempre acima de qualquer de suas tangentes. Dai, se u(r)w(r) > 0, isto é,
se u(r) e w(r) tém o mesmo sinal, entao

Jw(r)[* — [u(r)* f(r, ulr))

Fru(r) > F(ru(n) + e

Segue que

[/:_6 ! /015] <% o[+ ?WQ - F(nw)) PNt dr
(LG

2 _ 2
—F(r,u)—w 5 Y 7f(:;u)>rN_ldr.

Por outro lado, uf(r,u) = 0 por (f4)—(f5), como foi mostrado no Lema B.1.
Dai

o+ 1 b
/ (_ W\Q + ﬂuﬂ — F(r,w)> rNldr
o—0 2 2
otd /1 b(r)
< o2 9\T) 9
< /a—5 <2 |w ‘ + 9 w

— F(r,u) + %uf(r, u) — F(r,w) + F(r, u))er dar .
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2.3 Existéncia de solucoes nodais em RY

Pela construgao de u, temos que u € Nt (p,0) e u € N~ (0,7), logo

/U(‘UI‘Z + b(r)u?)rN "t dr = /U wf(r,u)rN "t dr
p p

Combinando esta igualdade com as duas desigualdades anteriores obtemos

wwo<ww+[éa [ )Gl e - ﬂrmyWAm

L 2 b(r) N-1
+/a—5 <§‘w| + 5w —F(r,w)—i—F(r,u))r dr.
(2.28)

Agora estimamos essas integrais e extraimos da hipétese de que v/, # u/_
uma contradi¢ao com (2.27).
Pelas defini¢oes de v e w e por (2.24), temos que

o—9 2
1 b
/p <§‘w/‘2+%w2—;u—uf(r,u)>rjvldr

a2 p—0
= [P b — s ar
P

1\3|QM

p— 5
/ 2 rN= l—i—u(rN*lu')')dr
p

o—6
= (erluu’> )

r=p
portanto
o—0 2
/p (%‘w'f—i—@wQ—g—uf(r,u))rNldr
= a?(o — p)N N/ (0 — S)u(o —0)/2. (2.29)
Temos que
lim u(o —06) — u(o) —y
d—07+ 0
e que u(o) = 0, logo
u(o —6) = —ou’_+0(0). (2.30)

Analogamente, por (2.24), temos

lim (PN /(1) = lim NN (r, u(r) — b(r)u(r))

r—o~ r—o~

=" (f(o,u(0)) = b(o)u(0))
=0,

o4
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logo 7 — rV =14/ (r) é derivavel & esquerda em r = o e sua derivada lateral
a esquerda neste ponto é 0 pelo Lema 2.10. Ou seja,
(0 =N/ (0 —8) — N

li =0
Pl ) ’

de onde concluimos que

(0 =N (0 —6) =V +0(5). (2.31)

—0t . .
Finalmente, «(9) 929, 1 como vimos no Lema 2.12. Combinando este fato
com (2.29)—(2.31), obtemos

LaCIVE T b(r w? _
/p <§‘w {2+%w2—%f(r,u)>rjv Ldr
= (1+o(1)(=6u" + o(8)) (N1 —4 0(6))/2

O.N—l

— _T(UL)26 +0(0).

Mostramos de forma inteiramente andloga que

T 2 N-1
/(7 (% {w"Q + @uﬂ - w—uf(r, u))er dr = —Z 5 (u/,)?5 + o(6) .

+6 2
Segue que
o—0 T 2
1 b
[/ +/ } <— {w/‘Z—i—ﬁwQ—w—f(r,u))TNldr
) sl \2 2 2u
o1 1\2 1\2
= [(ul)” + (u))"]6 + 0(0) . (2.32)
Agora estimamos a segunda integral em (2.28). Como wu é continua e
o+
u(o) = 0, além do que «(d),3(0) LA | pelo Lema 2.12, temos pela
construcao de wg que
§—0t
max |ws(r)] —— 0.

Ir—o|<s

Da continuidade de b em [0,00), de F' em [0,00) X R e da compacidade de
[p, 7], concluimos que existem constantes K (J) tais que

r— B ) FGrwlr) + Flru), €,

é limitada em médulo em [0 — §, 0 + §] por K (§) para § > 0 suficientemente

55
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pequeno e K (0 i 0. Consequentemente

[ (e

= K@)(0+8)" — (0 -~ V)N
— o(1)-5-0(1),

de onde concluimos que

N G RV

5 2
Por fim,
1 e Nor o, (04(5))2 ’ o2 N1 g
/U_6§|w‘r dr—72 /0_6() d
_mwwww+®—uw—aﬁ<w+®N_§§
862 N N
— (1 + 0(1))52 (U;;;— U’L + 0(1))2 (50_N71 + 0(6))
oN-1

- T(ug_ + u’_)25 +0(9) .

Analogamente mostramos que

o+d 1 9 oN-1
/ 5‘11/{ rNldr = 3 (v, +u)*5 + o(6),

de onde vem

o+8 1 N oN-1 o
/5 2‘w{ T dr = 1 (uy +u_)*0 +0(0) . (2.34)
Substituindo (2.32)—(2.34) em (2.28), obtemos

oN-1

Y(w) < Pu) - —;

Assim, se v/, # u’_, entdo ¥(w;) < ¥(u) para § > 0 suficientemente pequeno,
uma contradicao com (2.27). Portanto u/, = u’_, o que completa a prova de
que u é uma solugao radial classica do problema (2.1).

(2(up)? +2(u )2 — (W) + 1))+ o(9) .

Observagao. Segundo Liu & Wang [18], é possivel encontrar solugoes ra-
diais nodais com qualquer quantidade finita prescrita de nés de forma mais
direta, trabalhando com subconjuntos apropriados da variedade de Nehari.
A vantagem de um argumento desse tipo é que ele evita o longo argumento
de regularizagao desenvolvido nesta secao.
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2.4 Comparagao das energias

2.4 Comparacao das energias

Apresentamos a seguir trés observacoes importantes a respeito das energias
das solugoes nodais encontradas na secao anterior. Destacamos a Proposicao
2.5, pela qual as solugoes nodais obtidas na secao anterior tém todas energias
distintas.

A Proposicao 2.4 é consequéncia direta da Proposi¢ao 2.6 mas entende-
mos que a prova inspirada diretamente pela Proposicao 2.2 é mais ilustrativa.

Denotamos A7 = A\*(0,00) e AT = A(py,...,p;), onde (Py,...,7;) 6
dado pelo Lema 2.9, k € N.

Proposigao 2.4. A: 2o, .

Demonstragao. Seja (A;)IGN uma subsequéncia qualquer de (A} )gen. Di-
vidimos a prova em trés casos.

_ -

(IT) Existe M > 0 tal que py, < M para todo [ € N.

(III) Nem (I) nem (II) se verificam.

(I) Neste caso temos que A:l = A% (py,, 00) 12, 5 pelo item (c) da

Proposigao 2.2, portanto A,ng toeo, 0.

(IT) Aqui o menor dos comprimentos p; 1 —p;, j = 0,1,..., &, tende a
0 quando I — co. Segue pelo item (b) da Proposigao 2.2 que A;rl 1=, .

(ITI) Se nem (I) nem (II) se verificam para (Azl)leN, entao (I) ou (II) se
verifica para alguma subsequéncia de (AZ’l)leN, que tende a infinito pelo que

provamos nos dois casos anteriores.

Em resumo, toda subsequéncia de (A:) LeN possui uma subsequéncia que

tende a infinito. Logo AZ LN |

k .
Agora provamos que, de fato, A;: 2, 50 monotonicamente.

Proposigao 2.5. Az < A;H, k=0,1,2,....

Demonstracao. Dado j € N, sejam pgj), e ,p(j) os j nés de uma solucao
u;L de (2.1) como a construida na se¢ao anterior. Fixemos arbitrariamente
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2.4 Comparagao das energias

k € N. Queremos mostrar que A} = p(u;) < ¢(uf, ;) = A, . Ora,
. k
AF =396 o)
=0

< Z)\e] (k+1 P ]ﬁjl)) + )\ek( (k+1)’oo)

6 k k € k+1 k+1
Z oy ) Y )

< Z)\ej (k+1) P J/i-lil)) + A%+1(p (k-i_ll),oo)

Ak‘+1

A primeira desigualdade segue imediatamente da definicao de A;: (veja Fi-
guras 2.1 e 2.2). A segunda segue do item (a) da Proposicao 2.2 (veja Figura

2.3). A terceira decorre do fato de que )\ekﬂ(pgil), 00) > 0. [ |

4
i

4
P

Figura 2.2: Solucio uj com a solu-

(3) ).

¢ao negativa em (p3”’, 00

Figura 2.1: Solugao uj .

Ly -

Figura 2.3: Solugdo negativa em Q(p§4),oo) com a
(4) (4))

solucdo negativa em (ps ', py
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2.5.1 Resultados de Teoria de Regularidade

Proposicao 2.6. A > [(k+1)/2]Af + [(k+1)/2]A;, k = 0,1,2,...,
onde [z] denota o menor inteiro maior ou igual a x e |x| denota o maior
inteiro menor ou igual a x para cada x € R.

Demonstragao. Basta notar que A(J{ < AT (p§k),p§?1) paracada j € {0,...,
k} pare Ay <A ( §k)’ y—?l) para cada j € {0,...,k} impar. |

Resultados andlogos sao validos para as solugoes radiais u,, satisfazendo
u, (0) <0.

2.5 Regularidade

2.5.1 Resultados de Teoria de Regularidade

Primeiramente, recordamos alguns teoremas de regularizacao de solugoes
para problemas elipticos. Dado um aberto limitado U C R¥, dizemos que
uma fungao ¢ : U x R — R é uma funcao de Caratheodory se x — 1(x, u),
x € U, é mensuravel para cada u € R e u +— ¥(z,u), u € R, é continua para
cada x € U.

Lema 2.13 (Brézis-Kato). Sejam U C RN um aberto limitado e 1) : UxR —
R wma fun¢ao de Caratheodory, e suponhamos que exista a € LN/Q(U) tal
que, para cada u € R,

[(x,u)| < a(z)(1+ |u|), para quase todo xz € U .
Se w € HYU) é uma solugdo fraca de
—Au = p(z,u)
em U, entao u € LP para 1 < p < 0.
Demonstracao. Veja [23, Lemma B.3, pags. 244-245]. |

Lema 2.14. Sejam N > 2, B = B(z0,d) uma bola aberta de centro xg € RY
eraio 6 >0, p,g>1eue L] (B). Se existe uma constante C' > 0 tal que

/B w(@)Av(z) d

entdo u € W2P(B).

loc

SOl » veCT(B),

Demonstracao. Conferir [2, Theorem 6.1, pag. 428-431]. |

Dados j € NU{0} e um aberto U € R, denotamos por Cé(U) 0 espago
(de Banach) das funcgoes reais em U com derivadas parciais até ordem j
limitadas, com a norma

) — . J
HUHC}JB(U) _Ogﬁj};j;gg|Da($)| RS CB(U)’

(conferir Adams [1, 5.2, paginas 95-96]).
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2.5.2 Regularidade das solucgoes radiais

Teorema 2.2 (da Imersdo de Sobolev). Para cada z9 € RY e cada § > 0,
a imersdo W?P(B(xo,6)) — Cx(B(wo,d)) € continua sempre que p > N.

Demonstracao. Veja [1, Theorem 5.4, Case C, pag. 97], onde o resultado
é apresentado em uma forma mais geral. [ |

Embora o préximo resultado somente seja usado no proximo capitulo,
na prova da regularidade para solucdes nao-radiais, achamos conveniente
enuncia-lo juntamente com os demais resultados abstratos de Teoria de Re-
gularidade usados neste trabalho.

Teorema 2.3. Sejam N > 2, U C RN um aberto conexo e limitado, 1 <
p<oo,u€W?P(U),0<y<1lefeC™U). Seu éuma solucio fraca
de —Au = f em U, entio u € C*>7(U).

Demonstracao. Conferir [12, Theorem 9.19, pag. 243]. |

2.5.2 Regularidade das solugoes radiais

Assumindo que solugoes fracas radiais de

{—Au+b<|x|>u — g(le],u)
u € HY(Qp.0))

fossem de classe C? em Q(p,0), 0 < p < 0 < oo, dado k € NN {0},
mostramos na Secdo 2.3 que a funcio u € H'(RY) definida por (2.22) é uma
solugao cléssica radial de (2.1) com exatamente k nds. Resta-nos, portanto,
provar o

Lema 2.15. Se b, f satisfazem (by) e (f1)—(f5), 0 < p < o0 < o0 eu €
E(p,0) é uma solugao fraca do problema
{ —Au+b(lzhu = f(lz|,v)

, 2.35
u € HYQUp.o)) (23)

entio u € de classe C* em Q(p, o).

Dividimos a demonstracao do Lema 2.15 em varios lemas, nos quais aplica-
mos os resultados enunciados na subsecao anterior para obter, a cada vez,
mais regularidade para wu.

Lema 2.16. Sob as hipdteses do Lema 2.15, temos que u € LP(B(xg,9)),
p =1, para todos x € Q(p,0) e d > 0 tais que B(xp,d) C Q(p,0).

Demonstragao. Em vista do Lema 2.13, basta mostrarmos que a fungao
a: B(zg,d) — R dada por

ofw) = LD W] ¢ ),
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2.5.2 Regularidade das solucgoes radiais

estd em LN/2(B(xzo,0)). Por um lado, existe uma constante M = M (zq, §) >
0 tal que b(|z|) < M para cada = € B(xg,0), pois b é continua e B(zg,d) ¢
limitado. Portanto

(lz)u(z)
‘1+]u(w)] <M, =z € B(x,0),
de onde segue que
o Mzhu@) v € B(xo,0),

1+ [u(z)|

estd em L"(B(xg,0)) para todo r > 1; em particular, estd em LN/?(B(zg,)).
Por outro lado, temos que

Juwn CR0T) 2% o (S5E)

<1+\u(9€)15> s
B(zo,6) \ 1+ [u(z)]

w2
|z

Ql

< 00,
pois (s — 1)N/2 < 2*.2 Isto prova que

S|, u(z))

— =z € B(xg,9),
T+ Jula) o-?)

estd em LN/%(B(xg,8)) e completa a demonstracao do Lema 2.16. [ |

Lema 2.17. Sob as hipéteses do Lema 2.15, temos que u € W2P(B(zq,6)),
p > 1, para todos x € Q(p,0) e d > 0 tais que B(xp,d) C Q(p,0).

Demonstragao. Pelo Lema 2.13, temos u € LY(B(xg,0)) para cada ¢ > 1.
Assim, em virtude do Lema 2.14, basta mostrarmos que existe C > 0 tal
que

/ u(z)Av(x) dz
B(x0,0)

2Nos célculos acima, podemos tomar C' = 1 + A.

< CHU”LP’(B(QCW;)) , v ECE(B(x0,9), p>1.
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2.5.2 Regularidade das solucgoes radiais

Afirmamos que
/ ulAvdr = —/ Vu-Vodr, veCX(B(xy,d)). (2.36)
B(z0,0) B(zo,0)

Com efeito, seja (un)nen uma sequéncia em CY(B(zg,d)) N HY(B(zo,9))
convergente a u no sentido de H'. Temos

/ unAvdx:—/ Vu, -Vodr, ve CF(B(xg,d)),
B(x0,0) B(xo,9)

pelo Teorema da Divergéncia. Por outro lado

/ upAv de 222 uAv dx
B(zo,0) B(z0,0)
e
/ Vuy, - Vodr 2= Vu-Vvdr, veCF(B(xg,d)),
B(x0,0) B(x0,0)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Por (2.36) e pela hipdtese de que u é solucao fraca de (2.35), obtemos

/ uAv dx
B($0,5)

Como u € L(B(xg,6)) para cada ¢ > 1 e f satisfaz (f1)—(f5), segue pela
estimativa no Lema B.2 que f(|-|,u) € LY(B(xp,0)) para cada ¢ > 1. Apli-
cando a desigualdade de Hoélder ao segundo membro na igualdade acima
vem, finalmente,

/ ulAv dx
B(l‘oﬁ)

onde podemos escolher C' = | f([-|, )|l 1o (p(z0,5)) T 10(-Dtll Lo (B(ap,6))- 1850
completa a demonstracao do Lema 2.17. |

[ el o~ botyn) ]
B(xo,0)

<C HU”LP’(B(JCMS)) v E€CT(B(x0,0)),

Lema 2.18. Sob as hipdteses do Lema 2.15, temos que u € C1(Q(p, 7)).

Demonstracao. Basta mostrarmos que cada ponto xg € Q(p, a) tem uma
vizinhanca na qual u é de classe C'. Ora, dado um tal xg, sejam & > 0

tal que B(zo,0) C Q(p,0) e p > N. Pelo Lema 2.17, u € W2PB(z,0).
Segue pelo Teorema 2.2 que u é de classe C! em B(zg,d), o que completa a
demonstracao. |
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2.5.2 Regularidade das solucgoes radiais

Demonstragao do Lema 2.15. Pelo Lema 2.18, temos u € C1(Q(p, 0)).
A igualdade

/Vu-Vvdac:/ (f(|lz],u) = b(lz))u)vdz, ve CE(Q),
Q Q

¢é valida pela definicao de solucao fraca. Consideremos os representantes
u,v : (p,0) — R de u e v, respectivamente, na reta. A igualdade acima
escrita em sua forma polar é dada por

/0 PN dr = /U P (F () = b(ru)vdr, v e CE(Q).
p P

Notemos que a funcao v :  — R definida por v(z) = v(|z|), x € Q, estd
em C(€) sempre que v € CX((p,0)). Segue pela igualdade acima que
r— NG (r), r € (p,0), é fracamente diferencidvel e

— (PN () = NS () = b)), € (po). (237)

Integrando ambos membros de ry a r, onde ¢ € (p,0) é fixado arbitraria-
mente e 7 € (p, o) é livre, obtemos
N—1~1 r
_ ro ' (rg) 1 _ ~ ~
u'(r)= -2 s i / sV 1(f(s,u(s)) — b(s)u(s)) ds, re€(po).

0

O restante da prova ¢é dividido em dois casos.

(I) Se p > 0, entao nada mais ha para ser feito. A continuidade de f, u
e a expressao acima para @' no intervalo (p, o), juntamente com o Teorema
Fundamental do Célculo e a Regra da Cadeia, nos permitem concluir que
u é derivdvel e sua derivada é continua no intervalo (p,o). Assim, como
u(z) = u(|z|), * € Q, concluimos que u é de classe C? na regido anular
Q(p,0).

(IT) Caso tenhamos p = 0, o mesmo argumento em (I) nos permite
concluir que u é de classe C? em €(0,0)\{0} e falta, portanto, considerar a
diferenciabilidade de u até segunda ordem na origem.

Mostramos, primeiramente, que @’ tem derivada a direita finita em r = 0.

Como u é solucao classica de

—Au+b(|z))u = f(lx],u)
em Q(p,0)\{0}, considerando sua forma polar, concluimos que

N—-1

u'(r) = — a'(r) +o(r)u(r) — f(r,u(r)), re(0,0). (2.38)

Escrevamos f(r,u(r)) — b(r)u(r) = w(r). Integrando ambos membros de
(2.37) de 0 a r e fazendo a mudanga de varidvel de integracao de s para tr,
obtemos

r GN-1 1
u'(r) = —/ ——w(s)ds = —/ tN"L(tr)r dt .
0

r 0
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2.5.2 Regularidade das solucgoes radiais

o+ . )

Como tV~lw(tr) =07, 0 para todo t € [0,1] e a expressdao tV~lw(tr) estd

limitada para r > 0 pequeno, pois w é continua, segue que

ﬂ,(T’) r—07*
r

0 (2.39)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Substituindo este
resultado em (2.38), obtemos

lim @’ (r) =0, 2.40
Tim /() (2.40)
o que quer dizer que u'(r) é derivavel & direita em 7 = 0 e @[ (0) = 0.
(Conferir Lema 2.10.)

Calculos rotineiros usando a identidade u(x) = u(|z|), a definicdo de

derivada, a Regra da Cadeia e as relagoes (2.38) e (2.40) nos dao
u$11‘k(0):0, j,kzl,...,N7

e, para = # 0,

ENCACIN no_w@
Uy () = (-~ w(la) e =5 g =k,
TiTk B ' (|z zix .
’ (- —w(la))) S, £k

[]
Levando em consideracao (2.39) e que

TjT}
Jaf?

gl? x#07 j?k:]‘?"'?N?

concluimos que

z—0

Ug,zp,(T) — 0 = Ug,q,(0), Jk=1,...,N.

Isto completa a prova da existéncia e continuidade das derivadas parciais
até segunda ordem de u na origem, o que completa a demontracao do Lema
2.15. |
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Capitulo 3
Solucoes nao-Radiais

Agora que sabemos que, sob as hip6teses (bg) e (f1)—(f5), o problema

—Au+b(lzu = f(lz],u) (3.1)

u € C*RN), '

possui solugoes radiais—o enunciado preciso estd no Teorema 2.1—, uma

questao que surge naturalmente é a da existéncia ou nao de solucgdes nao-

radiais. Neste capitulo, mostramos que também é possivel encontrar solugoes

nao-radiais para o problema (3.1), desde que se faga uma pequena alteragao

na hipdtese (f5). Mais especificamente, supomos que b, f satisfazem (by),
(f1)-(f1) e que,

(f) para cada r > 0, a fungao f : [0,00) x R é fmpar e nao-decrescente

com respeito a variavel u, isto é,

flry—u)=—=f(r,u), r>0, ueR,

flryur) < f(ryug), >0, up <ug.

Com o intuito de obter uma solucio classica,! também supomos que f é
Holder-continua de expoente 6 € (0,1) com respeito a varidvel u, ou seja,
supomos que existe um K > 0 tal que

1 uy) — flrug)| < K Jup —uol® ,  ui,up €R. (3.2)
Mais precisamente, provamos o

Teorema 3.1. Se N € N satisfaz N =4 ou N > 6, b, f satisfazem (by),
(f1)—(f1) e (fL), e f € Holder-continua de expoente 6 € (0,1) com respeito a
varidvel u (satisfaz (3.2) para algum K > 0), entao o problema (3.1) possui,
ao menos, uma solucao cldssica nao-radial.

1O argumento utilizado na Subsecio 2.5.2 para mostrar que uma solucio de classe
C' tem que ser de classe C? ndo funciona no caso nao-radial e precisamos aplicar um
argumento do tipo bootstrap.
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3.1 O Lema de Lions

Bartsch & Willem [5] provaram que, sob as mesmas hipdteses, o problema
(3.1) possui uma sequéncia ilimitada (em X = X (0, 00)) de solugdes classicas
nao-radiais. Em seu trabalho, os autores usam o Teorema da Fonte.

A lacuna do N = 5 no enunciado acima é uma limitagdo do método
utilizado e poderd ser melhor entendida mais adiante. Em um trabalho de
2004, Lorca & Ubilla [17] mostram que também é possivel encontrar solugoes
nao-radiais quando N = 5.

E interessante que o problema (3.1) possa ter solugoes nao-radiais, uma
vez que a propria equagao no problema ¢é invariante por transformagoes
lineares ortogonais.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secao 3.1, apre-
sentamos o Lema de Lions, que é usado na Secao 3.2 para obter imersoes
compactas em LP(RY), 2 < p < 2*, de subespacos de H'(R") maiores que
o das funcoes radiais. Em seguida, o Principio da Criticalidade Simétrica
de Palais é estudado na Secao 3.3. Na Secao 3.4, obtemos uma solugao
nao-radial fraca para o problema (3.1) e mostramos que ela é, de fato, uma
solucao classica na Secao 3.5.

3.1 O Lema de Lions

O Lema de Lions (Lema 3.3) é um resultado técnico que serd usado na
préxima secdo para estabelecer que as imersdes em LP(R™Y) de alguns subes-
pacos de H'(RY) de fungdes satisfazendo condicdes de simetria mais fracas
que a satisfeita pelas fungoes radiais ainda sao compactas para 2 < p < 2*.
Comecamos com um outro resultado técnico a respeito de coberturas de RY
por bolas abertas de mesmo raio.

Lema 3.1. Dado r > 0, eziste uma cobertura enumerdvel de R™N por bolas
abertas de raio r tal que cada ponto de RY estd em, no mdzimo, 4V bolas
da cobertura.

Demonstracgao. Escrevamos d = r/2 e ponhamos
Q= {(kld,...,k]vd); ki,....kny € Z}.

Consideremos a cobertura (enumerével) de R™V constituida das bolas B(q, ),
q € Q. Dado y = (y1,...,yn) € RN qualquer, sejam ky,...,ky € 7Z tais
que

y € (Frd, (Fy + 1)) x - x [fd, (Ex + 1)d).

Dado ¢ = (kid, ... ,knd) € Q, se kj < Ej — 2 para algum j € {1,...,N},
entdo |y —¢q| > |y; — k;jd| > 2d = r, de modo que y ¢ B(g,r). Da mesma
forma, se k; > kj + 3, entdao y ¢ B(q,r). Em outros termos, se y € B(q,r),
entdo kj —1 < k; < ky +2 para cada j € {1,..., N}, de modo que existem,
no maximo, 4% bolas nas quais y possa estar. |
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3.1 O Lema de Lions

Na verdade existe uma cobertura de RY por bolas abertas de mesmo raio
r > 0 em que cada ponto de RV estd em, no méaximo, N + 1 bolas da
cobertura. Mas tamanha precisao é desnecessaria para nossos propésitos e
a construcao seria bem mais elaborada e dificil de formalizar.

Uma cobertura como a do Lema 3.1 induz naturalmente uma particao
de RV,

Lema 3.2. Seja (B(y,r))yey uma cobertura de RN por bolas de mesmo
raio v > 0 tal que cada ponto de RN esteja em, no mdzimo, K € N bolas da
cobertura. Entao existe uma parti¢cio enumerdvel (P,),cz de RY tal que

(i) P,NnB(y,r) =P, ou P,NB(y,r) = @ para cada y €Y e cada z € Z.

(ii) Para cada z € Z, P, estd contido em, no mdzimo, K bolas da cober-
tura.

Demonstracao. Na demonstracao deste lema, escreveremos B(y,r) = B,
por simplicidade de notacao.
(I) Para cada y € Y, seja

Y,={y' €Y; B,n By #a}\{y}.

Para cada z € RV, sejam C, C Y o subconjunto dos centros das bolas da
cobertura as quais z pertence,

Z.=Jv,-C

yeCs,
€
P.= () B,- | By.
yeC., YEZ,

Dados 21, 22 € RY, mostremos que P, =P, ou P,, N P,, = . De fato, se
existe 29 € P,, N P,, # @, entao

w€eP, € |J By,
yeczl

logo C., C C,,. Suponhamos, ao contrario, que C,, ¢ C, e seja y €
C,\C>,. Temos que zy € B, N By # & para cada y' € C,, logo y € Z.,.

Mas, entao,
20 ¢ P, = ﬂ By — U By,
y'e€Czy Y €Z2

uma contradicao. Concluimos que C,, = C,,. Consequentemente, Z, =
Z,,, de onde segue que P,, = P,,. Analogamente, mostramos que P,, = P,,
de onde concluimos que, de fato, P,, = P,,.
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3.1 O Lema de Lions

Em virtude disso, a relacao R definida por
z1Rz & P, NP, + O

é uma relacio de equivaléncia em RY. Seja Z C RN um conjunto cons-
tituido de representantes distintos dois a dois das classes de equivaléncia
determinadas pela relagdo. Entdo (P,).cz é uma particio de RY.

(IT) Para ver que Z é enumeravel, primeiramente notemos que Y é enu-
meravel. Com efeito, se Y nao fosse enumeravel, entdao teria um ponto de
acumulacao, que estaria em uma infinidade de bolas da cobertura. Em par-
ticular, a quantidade de subconjuntos de Y com, no méaximo, K elementos
¢é enumeravel.

Agora notemos que, para cada z € Z, o conjunto P, é unicamente deter-
minado por C, o conjunto dos centros das bolas da cobertura que contém
z; ou seja, se 21,22 € Z sao distintos, entao C,, # C,,. Como C, C Y e
#C, < K para cada z € Z, concluimos que Z tem uma quantidade enu-
meravel de elementos.

(ITI) Agora sejam z € Z e y € Y quaisquer. Pela construcao em (I), se
y € C,, entao P, C By; em particular, P, N B, = P,. E, se y ¢ C.,, entao
P.N B, = @. Com efeito, se existisse zo € P, N By # &, entao terfamos
P, =P, e C, =C,, pois 29 € P,, e também teriamos y € C,, = C, pois
zp € By, uma contradicao. Isto prova (i).

Pelo argumento acima, P, estd contido em exatamente #C, < K bolas
da cobertura, o que nos d4 (ii) e completa a demonstragdo do Lema 3.2. B

Lema 3.3 (Lions). Se (up)nen € limitada em HY(RYN) e existem r > 0 e
q € [2,2%) tais que

n—oo

sup / unl? dz = sup [lun|? noe g,
yeRN J B(y,r) " JERN nllLa(B(y,r))

entdo u, ——= 0 em LP(RN) sempre que 2 < p < 2*.

Demonstracgao. (I) Suponhamos, primeiramente, que N > 3. Tomemos
u € HY(RY), y € RN arbitrariamente e s € (g,2*) a ser fixado posterior-
mente. Pelas desigualdades de Hélder e Sobolev, temos que

1/s
HUHLS B(y,r)) — [/ ‘uys(l Y MS)‘ dm]
(B(yr)) Bly.r)

< el Ly 11220 (Bpy)

2/2
<l gy (2D [ /B (IVuf? + [uf?) dx] ,

(y,r)
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3.1 O Lema de Lions

onde

¢é escolhido de modo que se tenha

1—X A
REP

q 2%
Tomando

2 * *
52?(2 _Q)+q€(Qa2 )’

temos que A = 2/s, logo

ol do < er ol S [ (VuP+luPydr, 63
/B<y,r> D iy )

onde ¢; = (¢(2%))%

(IT) Pelo Lema 3.1, existe uma cobertura (B(y,,7))nen de RY tal que
cada ponto de RV estd em, no maximo, 4" das bolas da cobertura. E, pelo
Lema 3.2, existe uma particdo (Py)zey de RY tal que

(i) PN B(yn,r) = Px ou P, N B(y,,r) = & para todos n, k € N.

(ii) Para cada k € N, Py estd contido em, no maximo, 4N das bolas na
cobertura.

Segue por (3.3) que

lul® dr < / |u|® dx
/RN nz:l B(yn,r)

1-\)s
<o <sup 1llS e 5 )>

yEeR

S / (IVul? + [uf?) dz

n=1 B y’fhr)

)\ [ee] [ee)
= (sup Hquq (Bly.r) ) ZZ/ (|Vul* + |ul?) dx

yeR 1 =1 Byn,m)NPy

A)s
< (Sup HUH(qu (Bly.r) ) 24]\7/ |Vu|2 + |u|2)d$
yEeR

_ 4N (1-\)s / Tul? 2) 4
C1 <ysel]gl)\’ ||uHLq(B(y7r)) RN(| ul” + |u|”) dx

Isso mostra que u, ——» 0 em L*(RY). Para completar a demonstracio do
Lema 3.3, resta-nos considerar os valores de p em (2, s) ou (s,2%).
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3.2 Simetria e compacidade

(ITT) Suponhamos que 2 < p < s. Como em (I), usando as desigualdades
de Hélder e Sobolev, obtemos

1-X A
[ Jul do < el n 3 o

- A
< (€02) ) N3 vy
n—od 0,
onde )
=228
s—2 p

Portanto u, ——— 0 em LP(RM) para 2 < p < s. Analogamente, dado
p € (s,2%), tomamos r € (p,2*) qualquer e aplicamos o mesmo raciocinio ao
terno de expoentes (s, p,r), com

-5 T
)‘2 — b ]
r—s p
para concluir que u, —— 0 em LP(RY) para s < p < 2* também. |

3.2 Simetria e compacidade

Nesta sec¢ao, generalizamos o Teorema de Strauss (Coroldrio 1 da Proposicao
1.3 na pagina 1.3) para subespacos de funcoes de H'(R") satisfazendo ou-
tras condicoes de simetria. As imersoes compactas obtidas serao usadas na
verificagdo da condi¢ao de Palais-Smale para o funcional ¢ restrito a um
subespaco apropriado de H'(R™) cuja tinica fucdo radial é a fucdo identi-
camente nula.

Dado N € N, consideremos o conjunto O(N) das transformacoes lineares
ortogonais de RY sobre si mesmo. Sabemos que O(N) constitui um grupo
com a operagao o de composigao, que também indicaremos por O(N) por
simplicidade de notacao. Este grupo é isomorfo ao grupo das matrizes reais
N x N com determinante igual a +1 com a operacao de multiplicacao de
matrizes. A natureza algébrica da abordagem requer algumas defini¢Ges.

Defini¢do 3.1. (a) Dados um subgrupo G de O(N), y € RN er > 0,
definimos

m(y,r,G) :=sup{n € N; existem g1,...,9, € G tais que
(b) Dizemos que G € compativel com RN se existe v > 0 tal que

ly[—o0

m(y,r, Q)
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3.2 Simetria e compacidade

Defini¢ao 3.2. (a) Sejam G um subgrupo de O(N) e Q wum subconjunto
aberto de R . Dizemos que Q ¢ invariante por G se gQ = {gz; v € Q} = Q
para cada g € G.

(b) Neste caso, a agdo de G sobre H}(Q) é definida por

gu: 2 — R
z +— (gu)(z) =ulg')
para cada u € HL(Q) e g € G.

(c) O subespago (fechado) de HL(QY) das fungées invariantes por G é
definido por

H017G(Q) ={u € H&(Q); gu =u, para todo g € G}.

Proposicao 3.1. A Definicao 3.2 estd bem posta e H&G(Q) com a norma
induzida pela de HZ(Q)) constitui um espaco de Hilbert.

Demonstragao. Precisamos mostrar que, dados um subgrupo G de O(N)
e um subconjunto 2 C RY invariante por G,

(i) gu € H} () para cadau € H}(Q) ege G e

(ii) Hio(9) é um subespago vetorial fechado e, portanto, completo de
H(Q).

Dada u € H(Q), seja (uy)nen em CX(Q) tal que u, ——> u em
HOI(Q) Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que
n—oo .
up(x) — u(x) para quase todo = € N. Dado g € G, sejam

v, 2 — R ., neN.
x — up(g  x)

Temos que suppv, = gsuppu, C Q, logo v, € C*(Q), n € N. Temos,
ainda, que (v,)neny ¢ uma sequéncia de Cauchy em H{(2). Com efeito, g é
uma transformacao linear ortogonal de R sobre si mesmo; em particular, é
uma isometria. Como €2 é invariante por GG, segue pelo Teorema de Mudanca
de Variaveis que

m — ]2 = /Q (I (0n — ) 2+ [0n — vm?) da

2

- /Q (99 (tn — ) (0~ @) + |t — 1) (g~ 2)|*) dt

- /Q (19 (tn — ) (g™ @] + |t — 1) (g™ 2)[?)

= |lun — umH?{l

m,n—00

0.
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Seja v € HE(Q) o limite de (v,)nen. Passando a uma subsequéncia, se
necessario, podemos supor que
v(z) = lim v,(z) = lim u, (g 'z) = u(g™'x)
n—oo n—oo
para quase todo z € €2, o que prova que gu = v € H}().
A verificacao de (ii) pode ser feita de modo inteiramente andlogo & prova
da Proposicao 1.1, pagina 14. |

Teorema 3.2. Se G é um subgrupo de O(N) compativel com RN, entdio as
1mersoes

HLRY) — LPRY), 2<p<2t,
sao compactas.

Demonstracao. Seja (u,)peny em H&G(RN ) uma sequéncia limitada qual-
quer. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que
Uy — U € H&G. Neste caso, v, := u, —u — 0 e basta mostrarmos que

isso implica que v, —— 0 em LP(RY), 2 < p < 2*.
Dado y € RV, sejam g1, ... s Im(y.r,c) € G tais que B(gjy,r) N B(gry,r)
sempre que j, k € {1,...,m(y,r,G)} e j # k. Para cada n € N, temos que

m(y,r,G sup anﬂip

)
1 2 neN
o2 dop = ——— / onl? dz < 2SN (3.4)
/B(y,r) m(y7 T, G) ]Zl B(g;y,r) m(y7 T, G)

pelo Teorema de Mudanga de Varidveis, pois v, € Hé(IR{N ). Pela hipdtese

de que G é compativel com RY, temos que m(y,r, G) Jyleo, 00. Segue por

(3.4) que, para cada € > 0, existe um R = R(e) > 0 tal que

sup / lon|? dz < e, mneN. (3.5)
ly|Z=R / B(yr)

Pelo Teorema de Imersao de Rellich-Kondrachov (veja os Teoremas A.1 e
A.3), temos também que

/ lon|* dz =22 0;
B(0,R+r)
em particular, existe ng = ng(e) € N tal que
/ |vn|2 dr < / |vn|2 dr<e, |y <R, n=ngp. (3.6)
B(y.r) B(0,R+r)
Combinando (3.5) e (3.6) obtemos

2 n—00
sup / |vp | de —— 0,
yERN JB(y,r)

e o resultado almejado segue pelo Lema de Lions (Lema 3.3). |
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Este resultado generaliza o Teorema de Imersao obtido no Capitulo 1 para
funcoes radiais:

Corolario 1. Se Ny,..., N, € N, N; > 2 para cada j € {1,...,k}, N :=
Ni+--+ Ny e G:=0(Ny) x -+ X O(Ny), entao as imersoes

HL(RY) — LPRY), 2<p<2,
sao compactas.

Demonstragao. Mostramos, primeiramente, que O(2) é compativel com
R?. Dados n € N e r > 0, sejam z; := R(cos(k2m/n),sen(k27/n)) e g; uma
transformacdo linear ortogonal de R? sobre si mesmo levando o ponto (1,0)
axj,j=0,1,...,n. Temos que

|zj 11 — xj|2 = 2R?[1 — (cos((j 4 1)27/n) cos(j27/n)
+ sen((j + 1)27) sen(j2mw/n))]

= 2R?(1 — cos(27/n))

R—o0c0
% w

Assim, para R > 0 suficientemente grande, se |y| > R, j1,j2 € {1,...,n}
e j1 # j2, entao |z;, — xj,| > 2r, de modo que B(g;,y,r) N B(gj,y,7) = .
Concluimos que m(y,r,O(2)) > n sempre que |y| > R.

De modo parecido, mostramos que O(M) é compativel com RM sempre
que M > 2. Com efeito, dado y € R™ com |y| > R, consideremos uma
circunferéncia de centro em 0 e passando por y. O grupo O(M) contém
todas as rotagdes dessa circunferéncia. Assim, se R é suficientemente grande,
entdo podemos obter gi, ..., g, € O(M) tais que B(g;,y,7) N B(gj,,7) = @

sempre que ji,j2 € {1,...,n} e j1 # jo, como no caso anterior. Portanto
m(y,r,0(M)) = n.
Para o caso geral, dado y = (y1,...,yx) € RN x .- x RN com |y| >

R > 0, existe j € {1,...,k} tal que |y;|[pn;, > R/Vk. Pelo parigrafo
anterior, podemos tomar R > 0 tao grande que m(y,r, O(N;)) > n sempre
que § € RN ¢ |§|RN]., > R/Vk, 7 =1,...,k. Assim, se |y| > R, entdo
m(y,r,G) = m(yj,r,O(N;) = n, o que completa a demonstracao. [ |

Coroldrio 2. Se N > 2, entdo as imersoes H' ,(RY) — LP(RY) sdo com-
pactas sempre que 2 < p < 2%,

Demonstracgao. Basta notar que, de acordo com a Definicao 1.2, H 7}

= H! ‘

o(RY)
O(N) (RY) e aplicar o Corolério 1 com Ny = N. [ |
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3.3 Principio da Criticalidade Simétrica

Nesta se¢ao, introduzimos o Principio da Criticalidade Simétrica e explica-
mos como aplicd-lo para concluir que os pontos criticos do funcional ¢| .
encontrados no Capitulo 2 também sao pontos criticos de ¢ : X — R.
O Principio da Criticalidade Simétrica serda usado novamente na préxima
secao, onde finalmente provamos a existéncia de solugoes nao-radiais para o
problema (3.1). Alguns preliminares algébricos sdo necessarios.

Defini¢ao 3.3 (Agao de um Grupo sobre um Espago Normado). (a)
Uma agao de um grupo sobre um espago vetorial normado X € uma aplicagao

(g,u) —gxue X, (g,u)eGxX,
tal que
(i) 1*u =wu para todo u € X ,
(ii) u— g*xu, u € X, € linear e continua para cada g € G.

(b) A acdo € dita isométrica se ||g*ully = ||ully para todos (g,u) €
G x X.

(¢) O subespago dos pontos de X invariantes pela ag¢do de G € definido
e denotado por

Fiz(G) :={u € X; g*u=u para todo g € G} .2
Se FF C X € um subespaco, denotamos
Fizp(G) :={u € F; gxu=u para todo g € G}.

(d) Um funcional f : X — R € dito invariante pela ag¢do de G sobre X
se f(g*u) = f(u) para todos (g,u) € G x X.

Observagao. 1. Por simplicidade de notacdao, o simbolo * sera omitido
sempre que nao houver perigo de confusao.

2. Em geral, pede-se que G seja um grupo topolégico, que a aplicacao
(g,u) — g*u, g € G, u € X, seja continua e satisfaga

hx(g+u)=(hxg)(u), weX, ghed, (3.7)

(ver [24, Definition 1.27, pag. 18]). Entretanto, embora seja natural con-
siderar em O(N) a topologia induzida por ||| zga), provar que a agao que
definimos no Exemplo 3.1 é continua seria um trabalho desnecessario, ja que
este fato nao ¢ usado no argumento que se segue. Além disso (3.7) nao é ne-
cessariamente satisfeita pela acao no Exemplo 3.1 e nao é hipotese essencial
para que possamos provar o Principio da Criticalidade Simétrica (Teorema
3.3).

2Como na prova da Proposicio 1.1, pode-se mostrar com (ii) que, de fato, Fiz(G) é
um subespaco vetorial fechado de X
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Exemplo 3.1. Consideremos o grupo O(N), o espago de Hilbert X =
X (p,o0) do Capitulo 2 e a aplicacao

ON)xX — X
gu: Q(p,0) — R
(g,u) +— RN u(g’lm).
Mostraremos que se trata de uma acao isométrica de O(N) sobre X pela
qual o funcional ¢ : X — R do Capitulo 2 é invariante e tal que Fiz(G) =
E = E(p,0).

A parte mais complicada é mostrar que a aplicagdo acima estd bem
definida, isto é, que gu € X para todos (g,u) € O(N) x X. Como foi visto
na demonstracao da Proposi¢ao 3.1, dados g € O(N) e u € X, temos que
gu € H&(Q) Além disso, como ¢ é uma isometria de RY em RY, temos que

/ (IVgul® + b(jal) lgul?) do = / (a2 + bz dz <o (3.5)
Q Q

pelo Teorema de Mudanca de Varidveis, pois Q = Q(p,o) é radialmente
simétrico (invariante por O(N)). Portanto gu € X. A linearidade da
aplicagao no subitem (ii) do item (a) da Definigao 3.3 é imediata. A equacao
(3.8) também nos mostra que a acao é uma isometria; em particular, u —
g*u, u € X, é continua para cada g € GG. Conforme a Definigao 1.2 de
fungoes radiais, é claro que Fiz(O(N)) = E(p,o0). Usando mais uma vez
que cada g € O(N) é uma isometria de RY, mais uma aplicacdo do Teorema
de Mudanga de Varidveis nos fornece o fato de que ¢ ¢é invariante pela agao

de G. ¢

Recordamos, a seguir, a definicao de vetor gradiente para funcionais de
classe C'! em espacos de Hilbert arbitrarios. Lembramos que, pelo Teorema
da Representacao de Riesz-Fréchet [7, Teorema V.5, pag. 81], dados um
espaco de Hilbert X e um funcional linear limitado f € X’, existe um tnico
fe X tal que

(fu)y=(fu)x, uveX.
Além disso, o isomorfismo entre X e X’ assim definido é isométrico.

Sejam X um espaco de Hilbert, U C X e I € C'(U;R). Chamamos de
gradiente de I a aplicagdo (continua) VI : U — I caracterizada por

(VI(u),v)x = <I’(u),v> , welU veX.

Teorema 3.3 (Principio da Criticalidade Simétrica). Suponhamos que uma
agao de um grupo G sobre um espago de Hilbert X seja isométrica. Se
I € CY(X;R) € invariante pela acdo e ug € Fix(G) é um ponto critico de

I‘FW(G), entdo ug € um ponto critico de I em X.
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3.3 Principio da Criticalidade Simétrica

Demonstragao. Temos, por hipdtese, que (I'(ug),v) = 0 para todo v €
Fiz(G) e queremos mostrar que (I'(ug),v) = 0 para todo v € X; equiva-
lentemente, que VI(ug) = 0. Comecemos observando que, como ug é ponto
critico de I‘F@'m(G)’ entdo VI(ug) € Fixz(G)*, pois

(VI(ug),v) x = (I'(w),v) =0, v € Fiz(G).

Como I é invariante pela acao de G sobre X, temos pelo item (d) da
Definicao 3.3 que

I(gu + tv) — I(gu)

(VI(gu),v)x = lim

t—0 t
iy LT g+ 1) — I(g™ gu)
t—0 t
I “1y) —
iy Lt ) — I(u)
t—0 t

:<V1(u),g_1v>X geG, u,ve X.
Por outro lado, a acao é isométrica. Segue da identidade
2o, y)x = o+l — 2k — Iwlk . @y e X,
que
(VI(gu).v) x = (VI(),g7)
= (gVI(u), g9~ v)
=(gVI(u),v)y , g€G, u,veX,
de modo que VI(gu) = gVI(u), para todos g € G e u € X. Em particular,
gVI(ug) = VI(gug) = VI(ug), ge€GqG,
pois ug € Fiz(G). Portanto VI(ug) € Fiz(G). Segue que
VI(up) € Fiz(G) N Fiz(G)*- = {0},
0 que completa a demonstracao. |

Corolario. Sejam ¢ : X(p,0) — R o funcional do Capitulo 2 e ug € E(p, o)
um ponto critico de ¢ : E(p,0) — R, sua restricio ao subespa¢o E(p,o).
Entao ug é um ponto critico de ¢ : X (p,0) — R.

Demonstragao. Aplicamos o Teorema 3.3 com G = O(N), X = X(p,0)
e a acao de G sobre X (p, o) discutida no Exemplo 3.1. Como foi visto no
exemplo, esta agao é isométrica, ¢ ¢é invariante e E(p, o) = Fiz(G). [ |
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3.4 Uma Solucao nao-radial

Aplicamos, agora, o Teorema do Passo da Montanha e os conceitos algébricos
introduzidos anteriormente para estabelecer a existéncia de uma solugao

nao-radial para o problema (3.1). Como no Capitulo 2, o funcional ¢ : X =
X (0,00) — R definido por

1 1
o) = [ (51 + bl = Fllal w) do, we X,
RN 2 2

é de classe C'! e seus pontos criticos sdo solucdes fracas do problema (3.1).
Como o Lema B.2 permanece vélido se ( f5) é substituida por (f{), a demons-
tragao do Lema 2.1 também funciona sem que se mude uma tnica palavra
para verificar a geometria do passo da montanha para o funcional ¢. Para
estabelecer a existéncia de um ponto critico nao-trivial via Teorema do Passo
da Montanha, resta verificar que Palais-Smale também esta satisfeita.

Demonstracao do Teorema 3.1. (I) Se N =4 ou N > 6, entao é possivel
encontrar m > 2 tal que N — 2m = 0 ou N — 2m > 2. Nesse caso, seja

G =0(m) x O(m) x O(N —2m).

Se olhamos para RY como sendo o espaco R™ @ R™ @ RVN~2™ podemos
ver (G como a classe das transformacoes lineares ortogonais pelas quais cada
uma das trés parcelas é um subespaco invariante. As matrizes representando
elementos de GG sao matrizes onde a diagonal principal contém trés blocos
de tamanhos m, m e N — 2m, respectivamente, e o restante das entradas é
0. Pelo Corolario 1 do Teorema 3.2, as imersoes

XNHgRY) — LPRY), 2<p<2*,

sao compactas.
Agora consideremos a transformacao 7 € O(N) dada por

(21,29, 23) = (22, 21,23), (21,22, 73) € R™ x R™ x RN 72",
e a agio de H := (7) sobre X N HL(RY) definida por
lxu=mu,

(T xu)(x) = —u(T_lm), zeRY, ueX ﬂXé(RN).

Como na Proposicao 3.1 e no Exemplo 3.1, dada u € X N Hév(RN), temos
que Tu € X. Além disso,

(9(ru)(z) = —u(g™'m72) = —u(r™'z) = (Tu)(2),

para cada g € G, para quase todo z € RY, pois u € Hé(RN). Portanto,
de fato, Tu € X N HL(RY) e a agdo estd bem definida. A linearidade no
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3.4 Uma Solugao nao-radial

subitem (ii) do item (a) da Definigdo 3.3 é imediata e, como no Exemplo
3.1, a acao ¢é isométrica e, portanto, u — g*u, u € X OH(l;(]RN), é continua
para cada g € G.

(IT) Como FixXnHé(RN)(G) é um subespago fechado de X N HL(RY),
as imersoes

Fixxq @y (G) = LPRY), 2<p<2,

também s@o compactas. Assim, podemos refazer a demonstracao do Lema

2.2 substituindo E por FimeHé(RN)(G) e concluir que gp{Fm (G
XNHL®RN)

além de possuir a geometria do passo da montanha, também satisfaz Palai-

Smale. Pelo Teorema do Passo da Montanha, segue que cp‘ Fi g1 )(©)
possui um ponto critico ndo-trivial® ug € FimeHé(RN)(G). Ora, a tnica
fungao radial em F ixXﬂHé (RN)(G) ¢ a funcao identicamente nula. Com

efeito, se u € FixXnHé(RN)(G) é radial, entao

u(z) = —u(rtz) = —u(z)
para quase todo z € RY. Concluimos que ug é uma funcio nao-radial.
(III) Notemos que ¢ : X N HL(RY) — R é invariante pela acdo de H.
Com efeito, como f é fmpar com respeito a u, temos que F é par com
respeito a u, logo

2pr) = | (I9(r)@)? + Wal)(ru) @) = 2F (Ja| (ru)(2))) do

- /RN (WU(T_lx){Q +b(|z)) (u(t 2))? — 2F(|z| ,u(r‘lx))) du

=2p(u), uwe€XnNHLHRY),

pela isometria da acao e por uma mudanca de variaveis. Segue pelo Principio
da Criticalidade Simétrica que ug é ponto critico de ¢ : X N HL(RY) — R.

Uma vez que X N HL(RY) = Fiz(G) pela agao de G sobre X induzida
pela acao considerada no Exemplo 3.1, concluimos analogamente que wug é
ponto critico de p : X — R.

(IV) Resumidamente, encontramos um ponto critico nao-radial uy de ¢
restrita a um subespaco apropriado de X e, via Principio da Criticalidade
Simétrica, mostramos que se trata de um ponto critico de ¢ : X — R. Em
outros termos, ug é uma solugao fraca nao-radial para o problema (3.1). Pela
Teoria de Regularidade desenvolvida na préxima secao, ug é uma solugao
classica, o que completa a demonstracao do Teorema 3.1. |

“Tomando Y1, 92 € CZ(RY ") 0 HL,(R™) e %5 € CF(R™) N Hly(RY2")
ndo-negativas, temos que 1 : R™ x R™ x RV=2™ — R definida por 9 (z1,x2,23) =
log %7 (z1,22,23) € R™ x R™ x RY72™ estd em Fiz g ey (G). Em
particular, FiZCXﬁHé(RN)(G) # {0}.

78



3.5 Regularidade

3.5 Regularidade

As provas dos Lemas 2.16-2.18 continuam validas com a hipdtese (f5) subs-
titufda por (ff). Assim, sabemos que uy € C*(B(0, R)) para cada R > 0.
Em particular, para cada R > 0, existe uma constante Kr > 0 tal que
|Vug(z)| < Kgr, x € B(0, R).

Agora, temos que

[F(ll (@) = F(lyl uo ()] < K uo(x) — uo(y)l”
gKK}%’x_y’ea x7y€B(OvR)a

pela hipétese de que f é Holder-continua de expoente 6 € (0, 1) com respeito
a u e pela Desigualdade do Valor Médio. Isto quer dizer que f(|-|,uo(-)) €
C%"9(B(0,R)). Segue pelo Teorema 2.3 que uy € C*%(B(0, R)). Isto prova
que ug ¢ duas vezes continuamente diferencidvel em RV,

(XX
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Apeéndice A

Resultados de Analise
Funcional

Neste apéndice incluimos para referéncia rapida diversos fatos de Anélise
Funcional e Espacos de Sobolev usados nos capitulos anteriores. Devido a
vasta, detalhada e acessivel literatura nos topicos, omitimos a maioria das
demonstracoes e enunciamos os teoremas de imersao de Sobolev e Rellich-
Kondrachov apenas para os casos particulares de que precisamos, remetendo
o leitor interessado em um estudo mais aprofundado a referéncias apropria-
das.

A.1 Funcgoes semicontinuas inferiormente

Dados um espaco topolégico X, uma funcao ¢ : X — R e xg € X, definimos
o liminf de ¢(z) quando x tende a xy por

liminf 4 (z) := sup{inf¢)(4); A C X ¢é aberto contendo zg} .

T—To

Definicao A.1. Dados um espaco topologico X e wma funcdo ¢ : X — R,
dizemos que 1 € semicontinua inferiormente se

Y(zo) < liminfy(z), z9€ X.

T—x0

Proposigcao A.1. Se 1,19 : X — R sdo semicontinuas inferiormente,
entao Y1 + 9 € semicontinua inferiormente.

Demonstracao. Pelas defini¢coes acima, para cada xy € X, existe uma
sequéncia (A )nen de abertos em X contendo xg tal que

wl(wo) — % < inf’l/Jl(An) e 1/12(1‘0) — % < infwg(An), n e N.
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Segue que
¥1(zo) + v2(z0) — % < inf1p1(An) + inf 92 (An)

< inf(lm + ¢2)(An), n €N,

de onde concluimos que
Y1(z0) + Y2(z0) < xi_r)lgo(% +12)(7),
0 que prova o lema. [ |

Proposigcao A.2. Se ¢y : X — R € semicontinua inferiormente e X €
compacto, entao existe xg € X tal que

= inf .
¥(zo) = inf ¥(z)
Em outros termos, 1 é limitada inferiormente e seu infimo € atingido.

Demonstracao. Conferir [11, pag. 5, Teorema 1.3] ou [9, § 3].1 |

O leitor que for procurar por uma das duas referéncias precisara de uma
outra definigdo—equivalente a Definicao A.1—de semicontinuidade inferior.

Definicao A.2. Dados um espaco topolégico X e uma funcdo ¢ : X — R,
dizemos que v € semicontinua inferiormente se "' ((a,00)) € um aberto em
X para cada a € R.

Proposigao A.3. As Definicoes A.1 e A.2 sao equivalentes.

Demonstragao. Suponhamos que
¥(zo) < liminfo(z), w9 € X,
T—T0

e seja a € R qualquer. Dado arbitrariamente zq € ¥~1((a,0)), como na
demonstracao da Proposicao A.1, existe um aberto A C X tal que

P(xo) — (¥(z0) —a) = a <infY(A),
de modo que A C 9~ ((a,00)). Isto mostra que ¥~*((a,o0)) é aberto.
Reciprocamente, suponhamos que 1~ ((a, 00)) seja aberto para cada a €
R. Dado arbitrariamente z¢ € X, temos que A,, = 1~ ((1)(x) — 1/n,00)) é
um aberto contendo xq e

1
inf(4,) > ¥(ao) ——, neN.
Portanto
sup{inf ¢)(A); A C X é aberto contendo zg} > sup{inf¢(4,,); n € N}
2 (o) -
Isto completa a prova da equivaléncia entre as duas definigoes. |

1 ~ . s ~ o . ~ N . ~ 4 . . .
Estas referéncias também s@o 6timas introdugdes a aplicagdo de métodos variacionais
ao estudo de equagoes diferenciais.
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A.2 De convergéncia fraca para forte

Frequentemente, como aconteceu na demonstragdo do item (d) do Lema
2.1 e na demonstragao do item (d) da Proposicao 2.3, nos deparamos com
uma situacao na qual temos dois espacos de Banach F e F, uma sequéncia
(un)nen em E convergente fracamente para um certo v € E e uma imerséao
compacta F£ — [, e queremos mostrar que existe uma subsequéncia de
(un)nen convergente fortemente (em F') para u. A imersao compacta garante
que, passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que u,
converge fortemente para algum u € F. Mas nao ¢ imediato que u = wu.
Uma justificativa explicita dessa igualdade, embora nao seja muito dificil de
obter, nao é encontrada em nenhuma das referéncias consultadas. Dada a
importancia do resultado, acreditamos que vale a pena dedica-lo um pouco
de espaco neste trabalho.

Como em [7, Capitulo III], dado um espago de Banach FE, denotamos
por o(E, E') a topologia fraca de E.

Lema A.1. Sejam E e F' dois espacos de Banach. Se T : E — F ¢ uma
transformacao linear continua de (E, ||-|| ;) em (F, ||| z), entdo T' € continua
de (E,0(E,E")) em (F,o(F,F")).

Demonstragao. Precisamos mostrar que a aplicacao Ty : E — R definida
por Trx = (f,Tz), x € E, é continua de (E,o(E,E’')) em R para cada
f e F'2 Como

Tyl < Nfllp - T2l g < e 1T 2ory - N2lle s =€ F,

concluimos que Ty é continua de £ em R. Segue que Ty é continua de
(E,0(E,E")) em R, como queriamos. |

Teorema A.1. Sejam E e F espagos de Banach, suponhamos que E esteja

imerso continuamente em F e seja (un)neny uma sequéncia em E tal que
n—oo ~ ~ ~

U, ~uw emFE eu, —— u em F. Entao u = u.

Demonstragao. Trata-se de um corolario do Lema A.1. Como convergén-
cia forte implica convergéncia fraca, temos que u,, — u em F. Mas como
a imersao é continua, temos que u,, — u também em F. Lembrando que
a topologia fraca é uma topologia de Hausdorff (conferir [7, Proposicién
II1.3]), ocorre a unicidade do limite e, portanto, u = w. |

Observagoes. (1) A titulo de curiosidade, mencionamos que a reciproca do
Lema A.1 também ¢ verdadeira (conferir [7, Teorema II1.9]). (2) Preferimos
enunciar o Teorema A.1 exatamente como precisamos dele ao longo do texto
mas fica claro em sua demonstracio que a hipétese de que u,, —— % pode
ser substituida por u,, — u sem que sua conclusao se altere.

2Conferir [7, § IT1.1] para propriedades gerais da topologia menos fina que faz continuas
todas as aplicagoes em uma familia de aplicagoes.
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A.3 Imersoes e extensoes

A.3 Imersoes e extensoes

O seguinte caso particular do Teorema da Imersao de Sobolev também foi
usado no Capitulo 2. Uma discussao deste teorema bastante geral e com
muitos detalhes pode ser encontrada em Adams [1, Chapter V].

Teorema A.2 (Teorema da Imersao de Sobolev). Sejam N > 2 um inteiro
e Q= Q(p,0) CRY como no Capitulo 2. Entio H*(Q) estd imerso conti-
nuamente em LP(QY) para cada p € [2,2%], se N > 3, e para cada p € [2,2%),

se N =2, onde
o % , seN >3
B o, se N =2
Demonstragao. Conferir [1, 5.4 Theorem, Part I, Case A]. Note que 2

tem a regularidade exigida nesta referéncia, ou seja, satisfaz a propriedade
do cone.? |

O Teorema de Rellich-Kondrachov estabelece condigoes sob as quais al-
gumas das imersoes no Teorema da Imersao de Sobolev sao compactas. No-
vamente, uma discussdo mais aprofundada do resultado pode ser encontrada
em [1, Chapter VI].

Teorema A.3 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Sejam N > 2 um inteiro
e Q= Q(p,0) CRY como no Capitulo 2 limitado. Entdo H(Q) estd imerso
compactamente em LP(Q2) para cada p € [1,2%) onde 2* é definido como no
Teorema A.2.

Demonstracgao. Coferir [1, 6.2 Theorem, Part I]. |

Muitas vezes ao longo do trabalho foi conveniente ou mesmo necessario
estender fungoes de H}(£2) a dominios maiores por meio da concatenagao de
funcoes em H& de dominios que nao se intersectam, dois a dois, em conjuntos
de medida positiva. O teorema abaixo justifica a validade destas extensoes.

Teorema A.4. Sejam Q1,Qs abertos em RY tais que a medida de Lebesgue
de Q1 N Qy € nula, uy € HY (1), ug € HE () e
u: (Ul — R
ui(x), sex e Q1\Q
r 0, sexeQnNiy
ug(x), sex € Q\Q.

Entdo u € HE (1 U Qo).

3Uma, definicao precisa do que significa satisfazer a propriedade do cone e uma discussao
mais profunda acerca de regularidade de dominios também pode ser encontrada em Adams
(1, 99 4.1-4.9, 5.3].
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A.4 As Derivadas de Gateaux e Fréchet

Demonstracao. De fato, sejam (v, )neny em CL(Q1) e (wy)neny em CL(Qo)
convergentes a uj € ug, respectivamente, no sentido de H L. Entao (2n)nen,
onde

Zn iUy — R
vp(z), sex e Q\Q
T o 0, sexe€QinNfy
wp(z), sex € QW\Q, neN,
é uma sequéncia de Cauchy em H}(€2; N Qg) convergente a, digamos, @ €
H (91 NQy). Para ver que 4 = u, basta considerar a imersdo de H! em L.
Passando a subsequéncias, se necessario, temos que
u(z) = lim z,(z) = lim v,(z) = u(x)
n—oo n—oo

para quase todo x € 1,

para quase todo = € s e Q1 N Qs tem medida nula por hipétese. Logo
u(z) = u(z) para quase todo x € Oy U Q. [ |

A.4 As Derivadas de Gateaux e Fréchet

Uma etapa importante no método que usamos para encontrar solugoes para
o problema estudado no Capitulo 2 é a prova de que o funcional ¢ é de classe
C!, feita na Secdo B.4.

Definicao A.3. Sejam E, F dois espagos de Banach, U C E um aberto e
I:U — F. Dizemos que I € diferencidvel a Gateaur em a € U se o limite

. I(a+tv) —I(a)
(VI(@)(0) =l 2T

existe para cada v € E. Neste caso, a aplicagao v — (VI(a))(v), v € E, €
chamada de derivada de Gateaur de I em a. Dizemos que I € diferencidvel
a Gateaux em U se I € diferencidvel a Gateaur em cada a € U. Neste caso,
a aplicagao VI : U — M(U,F), onde M(U,F) é o conjunto de todas as
aplicagoes de U em F, que a cada a € U associa a derivada de Gateaux
Vi(a) de I em a, é chamada de derivada de Gateauz de I.

Definicao A.4. Sejam E.,F dois espacos de Banach, U C E um aberto
el : U — F. Dizemos que I € diferencidvel a Fréchet ou, simplesmente,
diferencidvel em a € U se existe I'(a) € L(E,F) tal que

| L(a+v) —I(a) — (I'(a), )|l

lim

=0
v—0 0]l
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A.4 As Derivadas de Gateaux e Fréchet

para cada v € E. Neste caso, I'(a) € chamada de derivada de Fréchet ou,
simplesmente, derivada de I no ponto a. Dizemos que I € diferencidvel
em U se ¢ diferencidvel em cada ponto a € U. Neste caso, a aplicagao
I' U — L(E,F) que a cada a € U associa a derivada de I no ponto a, é
chamada de derivada de I. Dizemos que I € de classe C* se I' é continua.

A literatura esta repleta de exemplos que mostram que ambas derivadas
nao sao equivalentes, mesmo em dimensao finita (conferir, por exemplo,
[15, Secao II1.3, pags. 129-130]). No entanto, elas estao relacionadas e
vamos dar, na Proposicao A.4, condigoes suficientes para que uma aplicacao
diferenciavel a Gateaux seja de classe C'!. Esse resultado nos é 1til na prova
de que o funcional ¢ do Capitulo 2 é de classe C.

Dados dois espacos de Banach F, F' e um aberto U C E, consideramos
trés hipoteses envolvendo uma aplicagao I : U — F. Qualquer das hipdteses
sempre assume as anteriores como satisfeitas.

(I) I é diferenciavel a Gateaux em U.
(IT) v — (VI(a))(v), v € E, é linear e limitada para cada a € U.

(ITI1) VI:U — L(E, F) é continua.

Proposicao A.4. Sejam E,F espacos de Banach, U C E um aberto e
I:U — F. Se I satisfaz (1), (I) e (II1), entdo I € de classe C*, ou seja, é
diferencidvel a Fréchet e sua derivada é continua. Além disso, I'(a) = VI(a)
para cada a € U.

Para demonstrar a Proposigao A.4, usamos uma generalizagao da Desi-
gualdade do Valor Médio.

Proposigao A.5. Sejam E, F espacos de Banach, U C E um aberto e I :
U — F. Dados a,b € U, se o segmento [a,b] ligando a a b estd inteiramente
contido em U e existe M > 0 tal que [|[VI(u)| z(p gy < M para todo u € [a,b],
entao

118) = (@)l < M [lb— all;

Demonstracao. 1. Consideremos a aplicacao g : [0,1] — F definida por
g(t) = I(a + tv), t € [0,1], onde v := b — a. Mostremos que g é continua.
Com efeito, fixado arbitrariamente ¢y € [0, 1], temos que

lg(t) = g(to)ll < |t = tol H”a i fvi - ;(a + tov)

+ [t = tol [[(VI(a + tov)) (v)]| p

— (VI(a + tgv))(v)

F

t—to
—0,

pois I é diferenciavel a Gateaux em a + tgv por hipotese.
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A.4 As Derivadas de Gateaux e Fréchet

Observe ainda que, dos calculos acima, é possivel concluir que g é dife-
rencidvel em (0,1) e

J(t) = (VI(a+t)(v), te(0,1). (A1)

2. Em virtude da continuidade de g, para provar a proposicao, basta
mostrarmos que

l9(t) = g(O)llp < M o]z +€) +e, (A.2)

quaisquer que sejam € > 0 e ¢t € [0,1]; o resultado segue da passagem dos
limites quando t — 1 e € — 0 nesta desigualdade.
Fixemos arbitrariamente € > 0 e seja V o conjunto dos valores t € [0,1]
tais que
lgt) = gl > t(M Joll; + ) +e.

Suponhamos, por contradi¢ao, que V # &. Pela continuidade de g, o con-
junto V é aberto em [0, 1]. Em particular, se denotamos seu infimo por ¢y,
entdao t; ¢ V. Como a desigualdade em (A.2) é estrita em ¢t = 0, segue
da continuidade de g que t; > 0. Também sabemos que t; < 1 pois, do
contrério, terifamos V = {1}, que nao ¢ aberto em [0, 1].

Por (A.1), existe n > 0 tal que [t1,t1 +n] C [0,1] e

lg(t) = g(t)llp < (¢ = t)([[(VI(a + t0)) ()] +€)
S(E—t)(M |vllg +e)

para todo t € [t1,t1 + n]. Lembrando que t; ¢ V e combinando esta desi-
gualdade com (A.2), obtemos

lg(®) = g(O) UM [Jvllp +€) +¢, ¢ [t tr+n].

Mas isso é um absurdo, pois t; foi definido como o infimo de V. Portanto V
é vazio, o que completa a demonstracao. |

Demonstragcao da Proposigcao A.4. Basta mostrarmos que [ é dife-
rencidvel a Fréchet e que I’ = VI pois, neste caso, I’ é continua em virtude
de (III).

Fixado arbitrariamente a € U, sejam r > 0 tal que B(a,r) CU e

I:B0,r) — F
v or— Ia+wv)—I(a) = (VI(a))(v) -

Por (I) e (II), temos que
lim I(v + tw) — I(v) _ lim Ia+v+tw)—I(a+v)
t—0 t t—0 t
+Jim (VI(a))(tw + 1;) — (VI(a))(v)

= (VI(a+v)—VI(a))(w), veB0r), wek.

86



A.4 As Derivadas de Gateaux e Fréchet

Portanto I é diferencidvel a Gateaux em B(0,r) e VI(v) = VI(a+v)—VI(a),

v € B(0,r). Além disso, VI(v) ¢é linear para cada v € B(0,r) por (II).
Dado arbitrariamente e > 0, existe 6 € (0,7) tal que
IVI(a+v) = VI(a)ll g <€, vlg <9,

pois VI é continua pela hipétese (III). Assim, se ||v]|, < J, entao

1(a+v) = I(a) = (VI@) (@)l = |[T(0) - TO)||

o =0l

< sup}”Vf(tv) B

te(0,1

= sup ||VI(a+tv) = VI(a)| g p llvlg
te(0,1]

<elvllp

pela Proposigao A.5. Isto mostra que I é Fréchet diferencidvel em a e que

I'(a) = VI(a). n
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Apeéndice B

Resultados de Métodos
Variacionais

Neste apéndice, apresentamos alguns detalhes técnicos omitidos nos Capitu-
los 2 e 3. Aonde néao é feita mencao em contrario, as notagoes e hipdteses sao
as mesmas utilizadas nestes capitulos. Aqui, ¥ denota uma fun¢ao continua
tipica de [0,00) x R em R e ¥ sua primitiva usual com respeito a segunda

variavel:
U:0,00) xR — R

(ru) — /Ouw(r,v)dv.

As hipéteses (f1)—(f5) estao listadas no principio do Capitulo 2, a partir
da pégina 26. A hipdtese (ff), que substitui a hipdtese (f5) na busca por
solugbes nao-radiais, é apresentada no inicio do Capitulo 3, pagina 65.

Na Se¢ao B.2, necessitamos apenas de uma versao um pouco mais fraca
da hipétese (f2):

(f5) Existem constantes reais u > 2 e R > 0 tais que

pw¥(r,u) <up(ryu), r=0, u=R.

Se nao fosse pela limitacdo do nosso argumento para provar o item (c) do
Lema 2.1 no caso em que o = oo, (f4) poderia substituir (f2) em todo o
trabalho.

B.1 A fungao g satisfaz as hipéteses (f1)—(f5)
Na busca por solugoes radiais desenvolvida no Capitulo 2, modificamos o

problema (2.2) substituindo f por uma funcio apropriada g = ¢g* e afir-
mamos que esta também satisfazia (f1)—(f5). Apresentamos em detalhes os
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B.1 A fungao g satisfaz as hipéteses (f1)—(f5)

argumentos para ¢ = g*. O caso g = g~ é tratado de forma inteiramente
analoga.

Como g(r,u) = f(r,u) sempre que r > 0 e u > 0, basta nos preocupar-
mos com a regiao em que u < 0.

Verificagao de (f1). Se |u| > Ry e u < 0, entao
lg(r,w)| = |=f(r,—u)| <aifu]®, r>0.
Portanto, para as mesmas constantes a, Ry, s > 0, temos
lg(ruw)l <arful®, r=0, |ul = Ry,
como afirmado. [ ]

Verificagao de (f3). Temos, pela mudanca de varidveis w = —v, que
0
G = [ fr—v)do
u
0

=— f(r,w) dw

—u

=F(r,—u), r>0, u<0. (B.1)
Portanto
pG(rou) = pF(r,—u) < (—u) f(r,—u) = u-g(r,u), r=0.
Concluimos que g satisfaz (f2). |

Observe que exatamente o mesmo argumento serviria para mostrar que, se
f satisfizesse (f}), entdo g também iria satisfazer (f).

Verificagao de (f3). De fato, por (B.1),

lim inf G(r,u) = lim inf F(r,u) > lim inf F(r,u) >0,

K—oo r>0 K—o0 >0 K—oo r>0
|u|>K uzK lu| >K
como afirmado. [

Verificacao de (fy). Com efeito,
gt _ £ )

Jul Jul

— 0

quando u — 0 uniformemente em 7. |

Antes de mostrar que g satisfaz (f5) derivamos uma consequéncia provi-
dencial das hipdteses (f4) e (f5), que também serd usada na Secao B.2:
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B.1 A fungao g satisfaz as hipéteses (f1)—(f5)

Lema B.1. Se ¢ € C([0,00) xR, R) e satisfaz (fs) e (f5), entdo, para cada
r >0, a fungdo u v Y(r,u), u € R, é crescente e satisfaz

Y(r,uy) <0=1v(r,0) < (ruf), u; <0<uf. (B.2)
Demonstracao. Fixemos arbitrariamente r > 0. Por (fy),

lim ¥(ru)

u—0 ]u\

=0 (B.3)

e, dai,
Y(r,u)

|ul

P(r,0) = hm 1/)(7“ u) = hm u

=0 (B.4)
pela continuidade de 3. Por (B.3) e (f5),
Yrug) _ i)

|us | Jur |

Y(r, uf) Y(r,uy 5)

Juf | |u |

<0< (B.5)

sempre que u, < u; < 0 < uf— < u;'

membros de (B.5) por |u] | obtemos

Multiplicando os dois tltimos

(rug), 0<uf <ug,

e, analogamente, mostramos que ¥(r,uy ) < ¥(r,uy ) para uy, < u; < 0.

Para completar a demonstracao, (B.2) segue de (B.4) e das segunda e terceira
desigualdades de (B.5). [ |

Corolario. Se ¢ € C([0,00) x R, R) e satisfaz (f1) e (f5), entdo ¥ € nao-
negativa.

by ud) < }

Demonstragao. De fato, neste caso,

/w(r,v)dv>/ 0Odv=0, uw=0,
0 0

0
/1/17"1} :—/ Y(rv)dv =20, u

qualquer que seja r > 0. |

N

0,

Verificagao de (f5). Dados r > 0 e u,us < 0 com uj < ug quaisquer, vale

g(r,u1) —f(ﬁ—ul)<—f(7°a—u2) 9(7“7102).

lul] lug|  ug]

De modo parecido, se u; < 0 < ug, entao

g(r,ul) _ _f(n _ul) <0< f(an) _ g(T,UQ)

] |uz| |uz]

pelo Lema B.1. |
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B.2 Estimativas de crescimento

Observagao. Mostramos de modo andlogo que a funcao ¢g—, definida na
Subsecao 2.1.4 (pagina 40) e usada para obter uma solu¢ao negativa para o
problema (2.2) (pagina 27), também satisfaz as hipéteses (f1)—(f5)-

B.2 Estimativas de crescimento
Lema B.2. Suponha que ¢ € C([0,00) x R, R) e satisfaz (f1), (f1) e (f5).
Entao, para cada € > 0, existe um A = A(e) > 0 tal que

[W(r,u)] < 2eful + (s + 1) A |uf’

1O(r,u)| <elul* +Alul*tt, >0, ueR.
Se estao satisfeitas (f1), (f1) e (fL), entao a mesma conclusao € vdlida.

Demonstracao. Dado ¢ > 0 qualquer, (fs4) nos garante que existe um
d =9d(e) > 0 tal que

lu| <0 = |Y(r,u)] <2€|ul, r=0. (B.6)
Por outro lado, (f1) nos da
[Wru) <arful®, r>=0, |ul >R (B.7)

E, pelo Lema B.1—ou por (f!), caso (f5) nao seja valida—e (B.7) aplicada
a |u| = Ry, concluimos que

’¢(7“, u)’ < max{]zp(r, _Rl)‘ ) ’1/)(7“, Rl)’} < alRf ;720 ’u‘ < Ry (B'S)
Combinando (B.6)—(B.8) obtemos
[Y(r,u)| < 2€|ul + a1 R] + a1 |ul®, r>0, ueR.

Tomando

B 1 a1 Rj
A—A(e)——8+1<a1+ 5 >>0

e observando que, por (B.6), 2¢|u| jA é uma cota superior para |¢(r,u)]
quando |u| < ¢, temos

alR

S
[ (r,u)| < 2€ful + — Lul® + ay [u)® = 2¢|u| + (s + 1)A|ul® .

1
Isso nos dé a primeira desigualdade na conclusao do lema. Integrando ob-
temos
u
W) = | [ vty do
0
|ul
< / (2ev + (s + 1) Av®) do
0
—clu + A, >0, ueR,
o que da a segunda desigualdade e completa a prova. |
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B.2 Estimativas de crescimento

A hipétese (f5) é desnecessdria se queremos apenas encontrar A = A(e) > 0
tal que
U(r,u)| <elul +Alul*tt, r <r<r, ueR,

para certos r1,79 € [0,00), 1 < 79, dados:

Corolario. Sejam ry,re niumeros reais quaisquer com 0 < rp < ro < 00 €
suponha que 1p € C([0,00) x R, R) e satisfaz (f1) e (f1). Entdo, para cada
e >0, existe um A = A(e) > 0 tal que

U(r,u)| <elul+Alul™, r<r<r, ueR.

Demonstragao. Com efeito, como 1 é continua no compacto [ry,rs] x
[0, R1], podemos aplicar o0 mesmo argumento da demonstracao do Lema B.2
com a estimativa

[W(ru)l < max |)(ru)] <oo, <<, ful < Ry,

r1<r<r
|u|<R1

no lugar de (B.8). [ |

Lema B.3. Suponha que ¢ € C([0,00) x R,R) e satisfaz (f}),(f3)~(f5)-
Entao existem C1,Co > 0 tais que

\II(T’U)>CI|U|#_C2|U|25 T>O’UGR'
Demonstracao. Por (f3), existe Ky > 0 tal que

U(r,u) = m:= ing U(r,u) >0, r=0, |ul > K.
r>
[ul =Ko

Podemos supor, sem perda de generalidade, que Ky > R e concluir por (f3)

que
Y(r,u) _ p
z =, =20, u> Ko, B.9
U(r,u) ~ u " Y 0 (B.9)
Y(r,u) _p
< R 2 ) < —Ky. B.1
U(r,u) ~ u r=0, u 0 (B.10)

Integrando-se ambos membros da desigualdade (B.9) de Ky até u e ambos
membros da desigualdade (B.10) de u até — K\ obtemos, respectivamente,

e
0 > 1o ,
UK, ~ P KL

U(r,—Ko) og |—Kol"
U(r,u) lul

log
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B.3 X com a norma ||| constitui um espago de Hilbert

Combinando-se estas duas desigualdades com a monotonicidade do loga-
ritmo vem

n
. U
U(r,u) > mln{ |V (r, —Ko)|, [¥(r, Ko)] }—|K|“
0

> e >0 > K, B.11

/K—g‘“’ , 120, |ul > Ko. (B.11)

Escrevamos C1 = m/K} > 0 e tomemos C = ClKé‘_Q > 0. Entao
Cy |ul" = Cy [ul* 2 |u® < Colul* ,  |ul < Ko.
Pelo Corolério do Lema B.1, ¥ é nao-negativa, logo

U(ru) > 0= 0 |ulf —Cylul*, r>0, |ul < K.

Combinando com (B.11) obtemos o resultado desejado. |
B.3 X com a norma |-|| constitui um espago de
Hilbert

Primeiramente mostramos que X = X(p,0) é, de fato, um subespago de
HE(Q(p,0)). A chave para a nossa demonstragio é uma generalizacio da
desigualdade de Schwarz cuja prova é uma mera releitura da prova desta
desigualdade encontrada em [21, 3.5 Theorem, pags. 63-64].

Lema B.4. Se u,v € X, entdo
/Q(\VU-W\ +b(lz)) [ul - [v]) do < Jlull - o]l < oo

Demonstracao. Se |[u]| = 0 (|Jv]] = 0), entdo u = 0 (v = 0), logo a
integral no membro esquerdo é nula e vale a desigualdade. Como |ju|| < oo e
|lv]| < oo, podemos, entdo, nos concentrar no caso em que 0 < ||ull, [[v|| < oc.

Sejam
u v
U=— ¢ V=—. (B.12)
[ o]

Temos que

/ <]VU\2 + b(]x])UZ) dz :/ (yvvy2 + b(]x])V2> dr =1.
Q Q
Por outro lado

1 1 1 1
|VU||VV|<§|VU|2+§|VV|2 e |U||V|<§U2+§V2 em Q.
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B.3 X com a norma ||| constitui um espago de Hilbert

Multiplicando ambos membros da segunda desigualdade por b(|x|), somando
ambas e integrando o resultado sobre 2 obtemos, assim,

[0V 9V el (0] V) do

1

< 5/Q(|VU|2+b(|gc|)U2) dx+%/g<|VV|2+b(|x|)V2) da

=1.

A desigualdade no enunciado é obtida substituindo-se (B.12) nesta tltima
desigualdade. |

Lema B.5. X ¢ um espaco vetorial no qual ||-|| € uma norma.

Demonstragio. (I) E imediato que 0 € X. E como b(|z|) = ag > 0 para
todo z € Q, também fica claro que ||u| = 0 se, e somente se u = 0.
(IT) Para quaisquer @ € R e u € X, a linearidade da integral nos da

/Q<|V(au)|2+b(|x|)(au)2) dz = |0z|2/Q <|Vu|2+b(|x|)u2) dz < co.

Portanto au € X e |laul < |af||ul|.
(ITI) Dados u,v € X quaisquer, pelo Lema B.4, temos que

/Q (Vo) + b)) (u + v)%) de
— Jull? +2 /Q (V- Vo + b(|a]yuv) dz + o]

2 2
< lull™ + 2 {[ul o]l + o]
< 0.
Portanto u+tv € X e (|lu+v|))? < ([full+[v])?, ou seja, [[u+ vl < [Jul|+Jv].

Isto completa a prova de que X é um espago vetorial no qual [|-|| é uma
norma. |

Para provar que (X, ||-||) é um espago de Hilbert, resta provar que X é
completo na métrica induzida por essa norma e que ela vem de um produto
interno.

Lema B.6. X com a norma ||| constitui um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (uy,)nen uma sequéncia de Cauchy qualquer no espago
(X, []-]). Entao (up)neny € uma sequéncia de Cauchy em H&md(Q) e a
sequéncia (b'/2u,)pen é de Cauchy em L?(2). Com efeito,

1+a 1/2
fim = talls < (2) "
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Hb1/2um _b1/2un‘

L < up, — upl|, m,n €N.

Como H& Q) eve L*(Q)

tais que u, —— u em H} (Q) e b/ %u, = v em L?(Q). Devido a

(2) e L2(£2) sdo completos, existem u € H&

rad rad

imersao H& aa(€2) = L2(Q), passando a uma subsequéncia, se necessdrio,
podemos supor que u,(z) —— u(z) e (b(|z]) Y ?u,(z) 2= v(z) para
quase todo z € Q; em particular, v(z) = (b(|z|))/?u(x) para quase todo
x € Q, pois b(|x|) > 0 para todo = € €. Segue que
2
/Q<|Vu|2 +b(el)u?) da < flulf + Hbl/QuHLQ < o0,
o que significa que u € H{, ().

Agora mostremos que u,, —— u em (X,||-]|). Para toda subsequéncia
(Un, )ken de (un)nen, passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos
supor que existe h € L2(Q) tal que (b(|z|))"/?u,, (z) < h(z) para quase todo
x € Q, k € N. Segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
que

k—o0

e — ]l < fttmy — ll s + / b(J2]) (1, — 0)? dix £ 0.
Q

Conclufmos que ||u, — u| === 0, o que completa prova. [ |
Proposicao B.1. X com a norma ||-|| constitui um espago de Hilbert.

Demonstracao. Podemos mostrar através de cédlculos rotineiros que
() XxX — R
(u,v) — (u,v) = / (Vu - Vo +b(|z])u-v) dzx
Q
é um produto interno do qual a norma ||| provém. Em virtude do Lema
B.6, isso ¢ suficiente para provar a proposicao. |

A desigualdade no Lema B.4 é a desigualdade de Schwarz para o produto
interno em X definido logo acima.

B.4 Regularidade do funcional ¢

Nesta secao discutimos uma série de propriedades de regularidade do funcio-
nal ¢ que foram usadas no Capitulo 2 em diversas situagoes. Por exemplo, na
aplicacao do Teorema do Passo da Montanha para encontrar pontos criticos
ndo-triviais de ¢, precisamos do fato de que ¢ é de classe C'. No estudo
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das propriedades qualitativas das energias )\i(p, o), usamos a continuidade

fraca de
J: X — R
u — G(lz|,u)dx - (B.13)
Q(p,0)
Para mostrar que o funcional ¢ : X — R é de classe C, o escreveremos
como a soma dos funcionais T' e —J, onde J ¢ dado por (B.13) e

7 X — R
1
w5 [ (9 b ) do (B.14)
Q(p,0)

Basta mostrarmos que 7' e J sdo de classe C'. Em virtude do crescimento
subcritico dado pelo Lema B.2, J estd bem definido em X pelas desigual-
dades de Hélder e Sobolev (conferir calculos na demonstragao do item (b)
do Lema 2.1), logo ¢ estd bem definido em X. O argumento a seguir per-
manece valido se substituimos g por ¢ e G por ¥ satisfazendo (f1)—(f5) ou

(f1)~(fa), (f5).

Algumas vezes, escrevemos 2(p, o) = Q por simplicidade de notagao.

Lema B.7. O funcional T dado por (B.14) € de classe C' e

(T'(u),v) = /Q( )(Vu-Vv—i—b(]w\)uv) dv, wu,veX.
0,0

Demonstragao. Mostraremos que 1" é diferenciavel a Fréchet,
(T'(u),v) = / (Vu - Vo +b(|z))uww)de, u,ve X, (B.15)
Q

e T" é continua em X’. Primeiramente, notemos que

T+ ) — Tw) — (T'(w),0)| _ ol oo
ol 2

0, welX.

Para cada u € X, a aplicagdo (T'(u),-) definida por (B.15) é claramente
linear e [(T"(u),v)| < |Jull]|v], v € X, pelo Lema B.4, logo T'(u) € X'.
Dadas u € X e uma sequéncia (uy)neny em X convergente a u quaisquer,
temos que

T (un) = T'(u)|| 4, = ”81”1£1 (T (up) — T' (), v)|

< [un — ull
n—00

—= 0

pelo Lema B.4 novamente, o que mostra que 7" é continua em X’. Con-
clufmos que T é de classe C' e sua derivada é dada por (B.15). |
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Lema B.8. O funcional J dado por (B.13) ¢ de classe C* e

(J'(u),v) :/ﬂ( )vg(\x\,u)dm, u,v € X.
0,0

Demonstragao. Aplicamos a Proposicao Aldcom F =X, F=Rel=J.

(I) Fixemos arbitrariamente u,v € X. Pelo Teorema do Valor Médio,
existe uma aplicagao 0 : R\{0} x Q — R satisfazendo |0(¢,z)| < |t| para
cada (t,z) € R\{0} x Q e tal que

Ju+tv) —Ju) 1

; =3 /Q<G<|as| () + to() — G|l u(x)) de

:/Qv(x)g(|x|,u(x)—i—H(t,x)v(x))dx, t40.

Como 0(t, x) =99 para cada = € €, a continuidade de g (hipdtese (f1))

nos garante que

v(@)g(|2], u(@) + 0t 2)v(@)) = v(@)g(|2] ,u(z)), =€ Q.

Por outro lado, sempre que 0 < |t| < 1, temos que

l(@)g(|2|, u(z) +0(t, x)v(x))] < [v(@)] [ulz) + 0(t, z)v(z)]
+ Au(z) + 6(t, x)v(x)\s]

< Jo(@)] Ju(@)] + u(@)?
+2° Ao ()] [u(@)]* + 227 A fo(e) "

para todo = € €, pois 7 — |7]°, 7 € R, é convexa (s > 1), e pelo Lema
B.2 com A = (s+1)A(1/2). Como X estd imerso continuamente em LP(£2)
para 2 < p < 2* e s < 2" — 1 (conferir (2.4)), segue pela Desigualdade de
Holder que o terceiro membor nas desigualdades acima é integravel em 2.
Concluimos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que J é
derivavel a Gateaux e

J(u+tv) — J(u)

(VJ(u)(v) = }Er(l) ; = /Qv(:c)g(|x| yu(z))de, w,ve X.

(IT) Claramente VJ(u) é linear para cada v € X. Além disso, como nos
célculos em (I), temos

(VI (w))(v)] i/g!v(w)\ [Ju(@)] + Alu(2)]* ] dz

< ollge llull o + Alloll g flullzs

<((C@)P +AC+1) D lull o], wveX,
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em virtude das imersdes de X em LP({2) para 2 < p < 2*. Isto mostra que
VJ(u) e X' ue X.

(ITI) Finalmente, dadas u € X e (up)neny em X convergente a u quais-
quer, consideremos uma subsequéncia qualquer de (up)nen, que continu-
amos a denotar por (up)peny por simplicidade. Entao wy, 27w em
LP(Q)), 2 < p < 2%, por causa das imersoes; em particular, passando-se
a uma subsequéncia, se necesséario, podemos supor que uy, () ——s u(z) e
lun ()|, |Ju(x)| < ha(x), hsp1(z), n € N, para quase todo z € (2, para certas
hy € L?*(Q) e hgy1 € L¥(Q). Dados K1, Ko > 0, sejam

Q= (Ky) ={z €Q; [z > K1},
Oy = QQ(Kl,KQ) = {$ S Q; |$| < Kje |h2($)| , |h5+1($)| > KQ}

(§]
Q3 = Q3(K1, Ka) = {z € Q; [z| < K1, |ha(z)] < Kz ou |hs1(2)] < Ka}.

Tomemos € > 0ev € X com ||v|| = 1 quaisquer. Se K; > 0 é suficientemente
grande, entao

/ (@) - lg(|], un(@)) — g(l2|, u(x))| dz

Q1

<2 [ o)l [Jraa)| + Alhura(o)l*] da

< 2oll 2o 1h2ll L2\ B0, k1))

+ 24 |v]| 1 @) st 1 2410\ B0,k )
<2C(2) [[hall 20\ B(0.k1)) T ZAC(s + 1) [|hst1 (| Ls1 (00 B0,11 )
<€/3,

pois h2 e hzi} sao integraveis em €. Analogamente, tendo sido escolhido

K suficientemente grande, se Ky é grande o suficiente, entdao temos que

1@ lotla] ) = gl u(a) o
< 20(2) 1h2ll L2 (onhy> ko)) T 2AC (s + 1) [|Psti | et @iy > K]
< €/3.
Por fim, notemos que

lg(|z] , un(2)) — (||, u(x))| T/ 22220 para quase todo z € €

(1] s un(@)) — g(|a] , u(@)| D/ < 2[Ky + AKS) TS 2 ey,
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sendo que [Q3] < co. Assim,

[ 1@ latlel unf@)) = el ulz))] da
Q3

5/(s+1)
<20+ 1) (| latlal (o) = gl u(e) 4 d

<€/3

paran € N suficientemente grande pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue. Logo, se n € N é suficientemente grande, entao

IV (un) = VI (u)] xr < Sup/\v Mgl u@)) = g(|z], un(2))] dx

[[vll=1
<€/3+¢€/3+¢€/3,

o que completa a prova da continuidade de V.J. Segue pela Proposicao A.4
que J é de classe C! e J' = V.J, como afirmado. |

Combinando os Lemas B.7 e B.8, temos a
Proposicao B.2. O funcional ¢ : X = X(p,0) — R dado por (2.6) (pégina
29) ¢ de classe C' sempre que 0 < p < o < oo. Além disso,

(¢'(u),v) = /Q(Vu Vo +b(|z))uv —vg(|z|,u)dz, wu,veX.

Corolario. go‘F ¢ de classe C' para qualquer subespaco fechado F de X e

(¢ (u),v) = /Q(Vu - Vo +b(|z))uv —vg(|z|,u)dz, u,veF.

Proposicao B.3. O funcional J dado por (B.14) € fracamente continuo.

Demonstracao. Basta mostrarmos que

Jm () = () = tim [ (Gl un@) ~ Gl u(z) do =0
para quaisquer u e (up)neny em X com u, — wu. Consideremos uma sub-
sequéncia qualquer de (uy,)nen, que continuamos a denotar por (uy,)nen por
simplicidade. Como u,, — u, (up)nen € limitada em X. Assim, passando a
uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que u, —— u em L2(2)
e em L*t1(Q) por causa da compacidade das imersoes (veja também o Te-
orema A.1l). Passando novamente a uma subsequéncia, se necessério, pode-
MOS SUPOr que Uy, () —— u(x) e que existem hy € L*(Q) e hey1 € LH(Q)
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tais que |u(z)|,|un(x)| < ho(z), hst1(x), n € N, para quase todo = € €,
como na demonstracao do Lema B.8. Por um lado,

G|z, un(z)) — G(|z| ,u(z)) =250 para quase todo = € Q.
Por outro lado,
G (2] un () = G(lz], u(@))] < 2[ha (@) + 2A(1) [Agra ()T

para quase todo x € 2 pelo Lema B.2. O resultado segue pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue. |

B.5 O Teorema do Passo da Montanha

Nesta secao enunciamos a condicao de Palais-Smale e uma pequena variagao
do Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti & Rabinowitz, este ultimo
sendo uma das principais ferramenta utilizada no trabalho.

Dado um espaco de Banach real E, denotamos por C''(E,R) o conjunto
dos funcionais de E em R que sao diferenciaveis a Fréchet e cujas derivadas
de Fréchet sdo continuas. Dizemos que um funcional I € C'(E, R) satisfaz a
condigao de Palais-Smale (PS) se cada sequéncia (uy,)nen tal que (I(uy))nen
é limitada e I’ (u,) > 0 possui uma subsequéncia convergente.

Para provar o Teorema do Passo da Montanha, usamos o lema de de-
formacao a seguir. Como este é meramente uma traducao do enunciado de
[19, Proposition 2.1, pdg. 7], omitimos sua demonstragao.

Proposicao B.4. Sejam E um espaco de Banach real e I € C'(E,R) sa-
tisfazendo a condigao de Palais-Smale. Para cada s € R, seja As := {u €
E; I(u) < s}. Secnao é um valor critico de I, entdo, dado arbitrariamente
€ >0, existem um € € (0,€) en € C([0,1] x E, E) tais que

(a) n(1,u) = u sempre que I(u) ¢ [c — €, ¢+ €;
(b) n(l,Ache) g AC,E,

Demonstracgao. Conferir [19, Appendix A]; mais especificamente, 2° e 7°
no Theorem A.4. [ ]

Teorema B.1 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam E um espaco de
Banach real e I € CY(E,R) um funcional satisfazendo

(a) I(0) =0.
(b) Existem costantes 1o, co > 0 tais que I(u) = ¢y sempre que |[ul| = ro.

(c) Ewiste um e € E — B(0,rg) tal que I(e) < 0.
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(d) I satifaz a condigao de Palais-Smale.

Entao I possui um valor critico ¢ > ¢g. De fato, ¢ € dado por

= inf I(g(t)) = inf I
¢ = inf max (g(t)) Inf e (u),

onde

I'={g€C([0,1},E); g(0) =0, g(1) & B(0,ro) e I(g(1)) < 0}.
Em particular, se I(u) = ¢, entdo u # 0.

Demonstragao. Por sua definicao fica claro que ¢ < co. Por outro lado, o
Teorema da Alfandega garante que v([0,1]) N{u € E; |lu|| =ro} # & para
cada v € I', logo ¢ > ¢ > 0.

Suponhamos, ao contréario, que ¢ nao seja um valor critico de I. Tome-
mos € = ¢p/2 na Proposigao B.4 e sejam ¢ € (0,€) e n € C([0,1] x E,E)
satisfazendo (a) e (b) na mesma proposi¢ao. Seja g € I' qualquer tal que

I(g(t)) < .
e (9(t)) <c+e

Definamos
h:[0,1] — FE

t— n(lg(t)
Como n € C([0,1] x E, E) temos que h é continua. Além disso, I(g(0)),
I(g(1)) ¢ [c — € ¢+ €, pois
c—€=co—cp/2>02=1(g(0)),1(g(1)).
Segue por (a) que
h(0) = n(1,9(0)) = ¢(0) = 0,
h(1) =n(1,9(1)) = g(1) ¢ B(0,70)

I(h(1)) =1(g(1)) <0.
Portanto, de fato, h € I'. Em particular,

< I(h(t)).
¢ < max (h(t))

Por outro lado, temos que n(1, Acte) € A.—c por (b). Logo

I(h(t)) <c—e<0,
J&i}ﬁ(()) c—e€

uma contradicdo. Concluimos que ¢ é um valor critico de 1. |
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B.6 Outro lema de deformacao

Apresentamos abaixo o lema de deformacao quantitativo utilizado na de-
monstragao do Lema 2.6. Este lema foi estabelecido por Willem em [24].

Lema B.9. Sejam E um espaco de Banach, I € CY(E,R), SCE,ccR e
€,0 > 0 tais que

u€ I ([c— 2¢, ¢4 2€]) N Sys = 11 (w)||

> 8e/0 .
Entao existe n € C([0,1] x E, E) tal que
a) n(t,u) =u sempre que t =0 ou u ¢ I~ ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Says,

(a)

(b) n(1,I¢tNS) C 1°7¢,

(c) n(t,-) € um homeomorfismo de E sobre si mesmo para cada t € [0,1],
(d)

d) [Int,u—ul|lgp <0, ue E, te|0,1],

(e)
(f)

Aqui, usamos as notagoes I* := {u € E; I(u) < a}, a € R, e S, :={u €
E; lu—=S|g<r}, r>0.

(n(-,u)) € nao-crescente para cada u € E,

’N’N

(n(t,u)) < c sempre que u € I°N Ss .

Demonstracao. Conferir [24, Lemma 2, pags. 6-7] ou [25, Lemma 2.3,
pags. 38-39]. [ |
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